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RIPROGETTARE IL CURRICULUM DI
MATEMATICA

Corso di Formazione Docenti Scuola
Secondaria di Secondo Grado

Lorella Carimali, Luca Mari

Premessa: per una didattica delle competenze

Una competenza (generale, di studio, di lavoro¥wviluppa in un contesto nel quale la
persona € coinvolta, individualmente o collettivatee nell’affrontare situazioni, nel portare a
termine compiti, nel realizzare prodotti, nel risse problemi, che implicano l'attivazione e il
coordinamento operativo di quanto sa, sa faressere o sa collaborare con altri.

La progettazione di un’attivita formativa diretthoasviluppo di competenze deve dunque
tener conto della necessita che le conoscenze rffwerdali da questa implicate siano acquisite
in maniera significativa, cioé comprese e padroiaggin modo adeguato, che le abilita
richieste siano disponibili a un livello confacediecorrettezza e di consapevolezza di quando e
come utilizzarle, che si sostenga il desiderioviluppare conoscenze e abilita nell’affrontare
compiti e attivita che ne esigono l'attivazionéimtégrazione.

Cio implica I'uso di metodi che introducano i nidendamentali delle conoscenze e delle
abilita e il loro progressivo padroneggiamento e awinvolgano I'attivita degli studenti
nell’'affrontare questioni e problemi di natura apgliva (relativi alla propria vita, alle altre
discipline, alla vita sociale, ...). La chiave di taoometodologica risulta essere un ambiente di
lavoro nel quale si realizzano individualmente dlettivamente prodotti che richiedono un
utilizzo intelligente di quanto studiato o solleecib un suo approfondimento.

Per questi motivi, 'ambiente nel quale si svolgdadezioni dovrebbe assumere sempre piu
le caratteristiche di utaboratorio, nel quale si opera individualmente o in gruppdira di
acquisire, applicare e verificare progressivaméatgualita delle proprie conoscenze e abilita,
mentre se ne verifica la spendibilita nell’affraetaesercizi e problemi via via piu impegnativi

sotto la guida dei docenti.
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Il laboratorio di matematica viene dunque intesn oome luogo fisico diverso dalla classe,
ma come insieme strutturato di attivita volte aflastruzione di significatidegli oggetti
matematici, in un contesto in cui il significatompsiede unicamente nello strumento utilizzato
né emerge dalla sola interazione tra studenteumstrto, ma si sviluppa anche dagli scopi per i
qguali lo strumento e usato, dai piani che vengoladagati per usare lo strumento e dalla
riflessione individuale sugli oggetti di studiowls attivita.

Consapevoli della difficoltd di concretizzare geestonsiderazioni in fattive proposte
didattiche, abbiamo pensato di fornire degli spultriflessione progettando delle attivita di
laboratorio, descritte nelle schede di questa dspe corredate da indicazioni metodologiche.
Queste attivita sono state progettate tenendoqeeshe la matematica € una “costruzione lenta
e progressiva di un pensiero ricco di significatib’suo apprendimento deve essere attivo ma
senza ridursi a un generico fare: le attivita devaoninvolgere il pensiero e devono essere
significanti. Devono cioe comprendere ed evidemzikr loro relazione con la realta. E’
importante, quindi, dare rilievo al lavoro di ridlsione sul linguaggio, verbale e simbolico,
condizione per la riflessione piu profonda sullautstira argomentativa che caratterizza,
attraverso la matematica, il pensiero scientifisolo toccando questo livello di questioni si
esplora 'orizzonte di significato dei contenuti.

In queste schede viene inoltre privilegiata I'atéivdi risoluzione di problemi, poiché
attraverso di essa si stimola l'inventiva e si fé&s@e la comprensione, e si incomincia a
illuminare quella funzione di costruzione di modehe esprime il legame profondo tra la
matematica e la realta, tra la matematica e lmseie

Le attivita di laboratorio, pur avendo un titoloechichiama allusivamente un contenuto,
sono state costruite attorno ai nuclei trasveisaiatteristici dei processi mentali degli allievi,
quali I'argomentare, il congetturare, il dimostratemisurare, il risolvere e il porsi problemi, e
cio anche con il fine di contribuire allo sviluppelle competenze matematiche richieste nelle
indicazioni nazionali.

Le attivita di laboratorio sono state costruitdizegando in particolare un sistema software,
STGraph, progettare per tenere presente i duetiedpiapprendimento di una lingua: la forma
(la notazione e i concetti di base di insieme, mameariabile, funzione, ...) e i contenuti (i
teoremi che costituiscono le varie teorie).

Saper parlare (e comprendere, e leggere, e sdrivara lingua implica una capacita
produttiva: a prescindere da quali contenuti sisabgrano, si suppone che li si sappia
esprimere, eventualmente traducendoli da o ver&dtunlingua. | contenuti esprimibili nelle
lingue storico-naturali sono i piu diversi, e quistdpuo imparare l'inglese attraverso contenuti

generici, e non solo letterari. La matematica e@d@vuna lingua non solo specifica quanto alla
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forma ma anche specializzata nei contenuti, e wée pconsiderevole dello studio della
matematica nelle scuole e dedicata all'apprendimelntcontenuti di complessita crescente:
insiemistica, aritmetica, algebra, geometria, mngoetria, analisi, ... D’altra parte, & come se
molti studenti, impegnati su tali contenuti, pedrs di vista la componente linguistica della
matematica, e quindi non acquisissero una apptapdapacita produttiva al proposito: se
chiamiamo “matematichese” la componente appunguigtica della matematica, € come se, in
anni e anni di studio, gli studenti comunque nopanassero parlare il matematicheseur
(eventualmente) conoscendo contenuti di matematitacome se per certi studenti la
matematica fosse appunto solo un insieme di cotit@mgpesso anche meno: solo un insieme
di tecniche, non collegate ai problemi che talintelse possono risolvere), e non anche uno
strumento con cui “parlare di cose”. E’ plausibiltes questa una delle ragioni per cui certi
studenti tendono a dimenticarsi in fretta i conterdi matematica e comunque, e piu
criticamente, tendono a non usare metodi formgliantitativi nel / per “parlare di cose”. Si
tratta dunque plausibilmente dello stesso effelti® & otterrebbe se si insegnasse in inglese la
letteratura inglese a persone che non conosconalffcienza linglese, e focalizzando
I'attenzione solo sugli aspetti letterari, nell'tpsi che le questioni linguistiche possano essere
date per scontate: ci si potrebbe stupire constatahe i risultati dell’apprendimento sono
scarsi, e comunque prevalentemente di tipo mnera@nic

La traduzione tra lingue e un’'efficace strumento apprendimento e di verifica
dell’apprendimento: cio vale anche per le attidiatraduzione dal / al matematichese. Per
sviluppare o rinforzare le competenze “linguistichatematiche” degli studenti pud essere utile
percio proporre loro esercizi di “traduzione”, aaamolto semplici quanto ai contenuti (cosa
che non dovrebbe generare barriere dovute a mamcadinpre-competenze) ma creativi /
produttivi, invece che meccanici, quanto agli asp@tguistici. La traduzione pud essere
certamente compiuta tra matematichese e italiamoparticolare:

» traduzioni dal matematichese all'italianan cui si fornisce una descrizione in
matematichese e si chiede di produrre in italiam@ descrizione corrispondente (cioe
che “spiega” in italiano la descrizione in matermiagise), e che sollecitano un lavoro
prevalente di analisi, per comprendere la deserizspiegarla;

e traduzioni dall'italiano al matematichese cui si fornisce una descrizione in italiano
e si chiede di produrre in matematichese una d#sce corrispondente (cioé che
“implementa” in matematichese la descrizione ifidate), e che sollecitano un lavoro
prevalente di sintesi, per comprendere la desecrzeformalizzarla.

Ancora piu interessanti sono pero, a volte, aftidt traduzione che coinvolgono una terza

lingua: un linguaggio di programmazione per cally soprattutto se strutturato in modo da
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essere il piu possibile vicino al matematicheseedevche all’algoritmica. In questo modo, la
focalizzazione rimane appunto sul matematichesesci che trasferirsi all'informatica e ai

problemi relativi alla struttura del calcolatoren @ppropriato ambiente software pud cosi
fungere da “laboratorio linguistico”, in particokase impiegato nella soluzione di problemi in
cui I'entitd in oggetto & descritta in termini dmigi e quindi I'implementazione opera come
una simulazione dell’entita stessa, cosa che s@lanche la dimensione ludica nel lavoro di

traduzione.

“Percid bisogna che ciascuno si curi in primo luodbapprendere dalla Matematica quegli
elementi insostituibili di pensiero che occorroner penetrare e padroneggiare I'essenza dei
problemi nel suo proprio campo di studi e di atlviDi fronte a tale esigenza diviene
subordinata seppure non proprio secondaria queliaagprendere anche a maneggiare
personalmente formule e calcoli, il cui stesso kalistruttivo e formativo dipende a sua volta
dal saperli fondere in una concezione ben assimitatbene innestata a quella delle proprie
discipline preferite e alle proprie abituali abgit di ragionamento, di meditazione, di

immaginazione.'(Bruno de Finetti)

10
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Schede di laboratorio

Ognuna di queste schede é strutturata in due partntroduzione didattica, seguita dalla
descrizione di un’attivita di didattica laboratdeiasviluppata passo passo e con considerazioni
contestuali sulle competenze richieste e la maddlipresentazione.

Le attivitd sono proposte in una successione basdka logica dello sviluppo e dell'uso
progressivo delle competenze, dallimpiego di soferiabili algebriche, prima scalari
(“Polinomi come funzioni”) e poi anche vettorialiPftagora e oltre”), all'introduzione di
variabili differenziali / di stato (“Stili di cambimento”), anche in forma esplicitamente iterativa
(“Radici babilonesi”). L'ultima attivita (“Riassuatdi numeri”), ancora con un’impostazione
orientata alle competenze, propone un’introduziadealcuni aspetti di statistica descrittiva

elementare ed e quindi piu connotata anche irimifarto ai suoi contenuti.

Polinomi come funzioni

Note didattiche

Questa attivita di laboratorio, in coerenza e im&ead altre attivita, vuole contribuire
all'acquisizione da parte degli studenti delle sagucompetenze:
o utilizzare le tecniche e le procedure del -calcoldtnetico e algebrico,
rappresentandone i risultati anche sotto formaagaf
» adottare modelli matematici per analizzare varigizio contesti reali e astratti e usare
forme simboliche per rappresentare situazioni eitstie matematiche (in particolare
comprendere modelli e relazioni di tipo funzionale)
* interpretare dati sviluppando deduzioni e ragionaisigli stessi anche con l'ausilio
di rappresentazioni grafiche (riconoscere relaziasistenti fra elementi e
rappresentarle, distinguere le funzioni dalle rielasize usare coordinate cartesiane,
diagrammi e tabelle per rappresentare relazionngioni).
Compito
» Esplorare numericamente il comportamento dei polinanterpretati come funzioni
da numeri a numeri e dipendenti parametricamenteogdficienti dei polinomi stessi.
» Disegnare su un piano cartesiano il grafico di olinpmio di terzo grado, in un

dominio dato e per coefficienti assegnati.

11
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Obiettivi
Oltre allo sviluppo e/o potenziamento delle competesopra descritte si perseguono i

seguenti obiettivi:

approfondire il livello di conoscenza dei polinoendell’'operativita con essi, facendo
in modo che gli studenti sappiano applicarli ancheontesti diversi da quelli del puro
esercizio algebrico (a volte solo ripetitivo). Itifaaccade spesso, dopo una lezione
teorica ben fatta del docente, che gli alunni dow bene le regole, ma le applichino
poi meccanicamente senza averne capito il sengongl@ e considerandole un puro
gioco di segni senza significato. In questo modocaire il rischio che essi
acquisiscano un'immagine della matematica comesenia di ricette prive di metodo
e di giustificazione. Questo spesso accade inquéaitie con i polinomi. Risulta quindi
necessario porre I'accento sul significato dellpéi@zioni” che devono effettuare gl
alunni, cioé sul processo piuttosto che sulla dmgoocedura. In altre parole occorre
far capire agli studenti che i due aspetti fondaaledella matematica non vanno mai
scissi: la matematica €, da un lato, uno strumessenziale per la comprensione
guantitativa della realta, e dall'altro € sapergidamente coerente e sistematico,
caratterizzato da una forte unita culturale;

acquisire un “pensiero funzionale” (insistendo awbnnessione fra il grafico di una
funzione, [linterpretazione dellandamento, il egamento di questo con
I'espressione algebrica della funzione e sugli tispemerici). La considerazione dei
fenomeni a livello qualitativo deve diventare untatline mentale degli alunni se si
vuole fare in modo che le tecniche che I'alunno angpd nel corso degli anni non
siano oggetto di applicazione meccanica, ma frditadiflessione sui significati nei
diversi contesti proposti;

approfondire la conoscenza del piano cartesiancoraprendere il concetto di
funzione;

esplorare numericamente il comportamento dei polino

costruire la tabella dei dati e rappresentare gaafente una semplice funzione nel
piano cartesiano;

tradurre il linguaggio comune nel linguaggio dedebra;

accrescere e apprezzare il gusto della scoperta;

imparare a generalizzare;

imparare a presentare il lavoro svolto cogliendglhaspetti piu significativi.

Metodologia

Didattica laboratoriale.

12
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» Scoperta guidata.

Strumenti
» STGraph.

Attivita

Vogliamo esplorare qui numericamente il comportaimedei polinomi, interpretati come
funzioni da numeri a numeri e dipendenti paramatniente dai coefficienti dei polinomi stessi.
Il nostro obiettivo strumentale e di arrivare aedisare su un piano cartesiano il grafico di un

polinomio di terzo grado, in un dominio dato e peefficienti assegnati.

Questi sono due esempi dei grafici che intendiaostraire:

1600 -
3000 -

1200 - 2000 -

9 1000 -

oo -
oo - 00,0 -

400 - 2000 -

Supponiamo che lo strumento che possiamo usareraphGn questo caso, sia in grado di
disegnare un segmento, e piu in generale una $pezzata, date le coordinate dei suoi vertici.
Se dunque arriveremo a disporre di una lista dirvgler la coordinata x e di una lista di valori
corrispondenti per la coordinata vy, il nostro caimpiotra dirsi risolto.

Oggetto della nostra esplorazione sono i polin@mipolinomi di terzo grado in particolare,

dunqgue espressioni della forma:

|(3X3 + k2X2 + k]_X + k()

in cui X € una variabile e i valorj &ono i coefficienti del polinomio

(si potrebbe trovare qui la ragione alla base delgmle cosiddette di priorita algebrica, per cui
in assenza di parentesi si calcolano prima le pgetequindi le moltiplicazioni e infine le
addizioni; in assenza di tali regole, o con regilerse, i polinomi dovrebbero essere scritti in

un modo piu complicato:

(ka(x)) + (ko)) + (kax) + ko

Pare effettivamente una buona ragione...).

13
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A dispetto del fatto che questa espressione sefolsa un po’ difficile da comprendere, a
uno sguardo attento un polinomio si presenta seempknte come la somma di termini tutti
della stessa forma: il prodotto di una costantdgpotenza della variabile
(& vero? Nel caso del primo addendo la cosa éa;Hmrcostante &le la potenza é%ke una
considerazione analoga vale per il secondo addeli@o.che dire del terzo e del quarto
addendo? Sono anch’essi esprimibili in modo an&lo§wssiamo trovare un’espressione
generica che si adatta a tutti i termini del paima? Ricordando che'xx e ¥=1, la risposta &

semplicemente:

kiXi

cosi che il polinomio puo essere anche scritto:

kox® + kox? + kot + kox°

e percio:

Corretto?).

Cosa descrive (oppure: quale informazione portapdtro polinomio? Per come I'abbiamo
considerato finora, si tratta solo di una varigbilenché scritta in modo un po’ complesso.
Infatti, se x & una variabile, lo sono anche 2%, 8xcosi via.

A volte, i polinomi compaiono in espressioni ddbama:

polinomio =0

e quindi nel nostro caso:

|(3X3 + k2X2 + k]_X + k() =0

cosa che corrisponde a un’equazione, di terzo gmadypuesto caso. Il problema e allora di
trovare per quali valori della variabile la condizé € soddisfatta. Lo si potrebbe chiamare il
problema della ricerca degli zeri del polinomior geali valori di x il polinomio ha valore 07?

Ma noi vogliamo trattare qui il polinomio in modaverso, e in effetti piu generale (come
vedremo, si tratta un problema dal quale il preotslgoud essere derivato come un caso
particolare). Si parte da una constatazione modimpdice: una volta fissati i valori dei
coefficienti k, per ogni valore di x il polinomio a sua volta@®® un valore, indichiamolo con

y per brevita. Se per esempio tutti i coefficiesutho uguali a 2, e quindi il polinomio é:

14
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2C+ 2%+ 2X + 2

con alcuni calcoli si pud costruire una tabella eaquesta:

X y
0 2
1 8
2 30

D’altra parte, se per i coefficienti si scelgondovadiversi, per esempiozkl, k=2, k=3,
ko=4, la tabella avra un contenuto diverso:

X Yy
0 4
1 10
2 26

Considerato da questo punto di vista, il nostronpohio € dunque interpretabile come una
regola che, una volta stabiliti i valori dei coelinti, stabilisce una corrispondenza tra i valori

della variabile x e i valori y calcolati dal polimio stesso. Potremmo intenderlo come un
dispositivo con quattro leve di controllo, un ingutin output:

1\'35 1(2; lcli lcui
Y Y Y Y

— polinomio -

Il nostro problema e dunque caratterizzato da Gabiir ognuna delle quali puo essere

rappresentata da un nodo di un modello di STGraploriamo i nodi associati ai coefficienti
per metterne in evidenza il ruolo appunto di “leveontrollo”):

k3 k2 k1 k0

<> <>

Il passo successivo € di identificare le relazairdipendenza tra queste variabili, cosa che in

STGraph corrisponde a definire frecce tra nodi. it gia risolto il problema: y dipende da x
e dai coefficienti kK Dunque:

15
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Y

Il modello € ora completo nella sua parte qualitgtdato che mostra quali variabili sono da
considerare e come esse dipendono le une dalée Blaltra parte, il modello manca ancora
della parte quantitativa e quindi non pud esseetouper calcolare alcunché. Introduciamo,

prima di tutto, la formula per y, che naturalmemba € altro che il polinomio stesso:

y «— k3*x"3+k2*x"2+k1*x+k0

(la notazione, tipica dei linguaggi di programmagp € diversa da quella impiegata
abitualmente in matematica: il simbolo per la nplitezione & *' — dunque 2*2 vale 4 — e |l
simbolo *V indica I'elevamento a potenza — dun@?@ vale 9).

Come si vede, e proprio questa espressione chiisstalta dipendenza quantitativa di y da x
e dai coefficienti k Possiamo considerare questi ultimi come i pardardet sistema di calcolo
che ci apprestiamo a realizzare, e quindi ne passigendere controllabili interattivamente i
valori mediante oggetti “cursore” (cosa che metteriormente in evidenza il ruolo di “leve di

controllo” dei coefficienti). Ecco il risultato:

e [ e N
#—10.0 #—10.0 E—lo.o
—-10.9 —-10d [ —-10

ﬁ_
g—lﬂ.o
—=-10:

k3 k2 et [n]
<> éj

Rimane naturalmente da stabilire un valore perotn€ abbiamo gia visto con le tabelle

sopra, una volta fissati i valori dei parametp&r ogni valore numerico di x si ottiene un valore
per y: si ottiene cosi una coppia di coordinatg)(>xghe corrisponde a un punto su un piano
cartesiano. Se ripetessimo dunque l'operazionessggnazione di un valore per x e quindi il
calcolo di y, otterremmo una lista di coppie, ¥y, (X2,Y2), ... Ma si puo fare di meglio, e piu

facilmente, assegnando come valore di x direttaenenda lista di valori, per esempio:

16
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X « [-10:10]

corrispondente alla lista —10, -9, ..., 9, 10, eitasio che STGraph effettui il calcolo del
polinomio sull'intera lista, e quindi in parallebu ogni elemento della lista stessa. In questo
modo giungiamo a disporre di due liste di valori pee y, esattamente quanto volevamo
ottenere:

[ =] e ) [ ] P o

-10.0 -10.0 -10.0 -10.0 = =
# % E g .

--10 —-10 —-10 —-10 100 -

-00 -

[&] K2 3l 4] 200
200 -

400 -
500 -
600 -
00 -

Ora che abbiamo costruito questo sistema di calgobssiamo sfruttarlo per esplorare

sperimentalmente alcune caratteristiche del poliaata cui siamo partiti. In particolare ci si
potrebbe chiedere:
» al variare dei valori dei parametri, quanti zeridopavere il polinomio? ci sono
combinazioni dei valori dei parametri per cui ilipomio non ha alcuno zero?
e che forma ha la curva nel caso in cs#®? e nel caso in cugkk,=0? e nel caso in cui
ks=k,=k;=07?

Pitagora e oltre

Note didattiche

Questa attivita di laboratorio, in coerenza e im&gead altre attivita, vuole contribuire
all'acquisizione da parte degli studenti delle ssgucompetenze:

 individuare le strategie appropriate per la soloeidi problemi;

* progettare e costruire modelli di situazioni reali;

» confrontare e analizzare figure geometriche, imtlighdo invarianti e relazioni.
Compito

» Disegnare su un piano cartesiano un triangolo mgtt@ generico e calcolarne la

lunghezza dei lati a partire dalle coordinate @stigi.
» Disegnare i quadrati costruiti sui lati del triafgivello piu avanzato).

Prerequisiti
* Elementi di base di geometria analitica (pianoesaaino, coordinate dei punti).
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* Enunciato del teorema di Pitagora.
» Elementi di trigonometria (per il livello piu aveaaip).
» Conoscenza delle tecniche di base di STGraph.
Problema didattico
Dopo una lezione teorica ben fatta del docenteggdeeche gli alunni ricordino bene le regole
(per esempio: il quadrato costruito sull'ipotenasaguivalente alla somma dei quadrati costruiti
sui due cateti; oppure: il quadrato costruito sucateto corrisponde alla differenza tra il
quadrato costruito sull'ipotenusa e il quadratotred® sull’altro cateto) ma mantengano un
atteggiamento di applicazione meccanica e acrdelée regole stesse, che rimangono entita
irrelate a fatti esperienziali e quindi, paradoseaite, strumento senza un problema per cui

essere applicate.

Obiettivi
Oltre allo sviluppo e/o potenziamento delle competesopra descritte si perseguono i

seguenti obiettivi:
» approfondire la conoscenza del teorema di Pitagdeaie in modo che gli studenti lo
sappiano applicare anche in contesti diversi délajdel puro esercizio geometrico;
» esplorare numericamente qualche caratteristicaridagoli rettangoli;
e accrescere e apprezzare il gusto della scoperta;
* imparare a generalizzare;
» imparare a presentare il lavoro svolto cogliendglhaspetti piu significativi.
Metodologia
» Didattica per problemi.
» Scoperta guidata.

Strumenti
e STGraph.

Attivita

Vogliamo esplorare qui numericamente qualche aaistica dei triangoli rettangoli, in
particolare in riferimento al contenuto del teorethn®itagora. Il nostro obiettivo strumentale é
di arrivare a disegnare su un piano cartesiangiamgblo rettangolo generico e a calcolarne la
lunghezza dei lati, a partire dalle coordinatewastici. Come obiettivo piu avanzato, vogliamo

giungere a disegnare i quadrati costruiti suidatitriangolo.
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Questi sono due esempi dei triangoli che intendiaasbruire:

a0 -

20 -

oo -

Supponiamo che lo strumento che possiamo usareraphGn questo caso, sia in grado di
disegnare un segmento, e piu in generale una $pezzata, date le coordinate dei suoi vertici.
Dunque studiamo i due triangoli proprio in riferimie alle coordinate dei loro vertici: cosa
hanno in comune e quali differenze ci sono invece?

Sono due triangoli rettangoli, con il vertice altérsezione dei due cateti nell'origine, e
dunque alle coordinate (0,0; 0,0). | cateti hanmmhezze diverse, ma in entrambi i triangoli un
cateto e orizzontale e I'altro € verticale. Comegi@mo esprimere dunque queste condizioni in
riferimento alle coordinate dei loro vertici?

Per proseguire in modo appropriato, ed evitare alied usare o espressioni lunghe e
complicate (come “vertice all'intersezione dei diggeti”) o indicazioni piu 0 meno ambigue
(come “guel vertice”, puntandolo con un dito), ceme identificare univocamente ogni vertice

con un nome; per esempio:

" P,

In questo modo, possiamo riesprimere appropriattenienanalogie e le differenze tra i
triangoli che avevamo identificato prima: le cooate di p sono (0,0; 0,0) e I'angolo in @
retto; il segmento 4p, € orizzontale, di lunghezza variabile; il segmepfo; € verticale, di

lunghezza variabile.
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Siamo ora pronti a fare il passo successivo, assefgndei nomi alle coordinate:

(%, ¥,)

(x. %) (z,;, 7,)
Come si possono descrivere ora le condizioni ceegmento p, € orizzontale, il segmento

p:ps € verticale, ed entrambi sono di lunghezza vdd@biEcco la soluzione, direttamente nel

grafico:

(z=00;¥,)

(=00, »=00} (%, v=0.0)

In sintesi, le condizioni che abbiamo identificatdraducono nella costruzione di 6 variabili,
4 delle quali in effetti con un valore pre-assegreatla non modificare, e 2; & ys, il cui valore
puo invece essere cambiato. E’ chiaro, infatti, @heariare di x e y;, indipendentemente 'uno
dall'altro, possiamo ottenere tutti i triangoliteeigoli che soddisfano le nostre condizioni?

Per rendere operativo tutto cio, in un nuovo madell STGraph introduciamo i 6 nodi

corrispondenti alle coordinate dei 3 punti:

<>

OS> o<

e cominciamo a costruire un determinato triangphr, esempio quello a sinistra nella prima

figura, dunque assegnando:
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x1+0
yl—0
X214
y2<0
x3—0
y3<3

(qualche considerazione sulla notazione, e ingudaie sulle differenze tra il modo di scrivere
le espressioni in matematica e nei linguaggi dgpammazione:

* ilinguaggi di programmazione, e anche STGraphegdmente ammettono solo una
scrittura lineare (diciamo: un carattere dopo Hgltsenza alcuna formattazione), e
quindi per esempio pedici, come B apici, come % non si possono scrivere in questo
modo: & per questo che al posto gliyx, ... scriveremo d’ora in poi x1, y1, ...;

* i linguaggi di programmazione, e anche STGraphegdmente adottano il punto
come separatore decimale invece della virgola, eoravenzione presa dal mondo
anglosassone; per semplicita, ometteremo la patendle dei numeri quando non
rilevante, scrivendo quindi per esempio 3 inveca.d).

Come abbiamo accennato sopra, STGraph e in gratdisedjnare una linea spezzata (e tale
il perimetro del nostro triangolo: il fatto che siaa linea chiusa non € un problema) pur di
disporre di due variabili che contengano rispettigate la lista delle coordinate x e la lista delle
coordinate y dei vertici; introduciamo dunque i hea y, e quindi le frecce che descrivono le
relazioni di dipendenza: il valore di x dipendedqieello di x1, x2 e x3, e quindi ci dovranno

essere frecce che da x1, X2 e x3 vanno a X, edaatosa per i nodi relativi alle coordinate v:

(notate la diversa forma dei nodi x e y rispettguelli associati alle coordinate: STGraph
riconosce la differenza tra nodi con valore costantlisegnati come rombi — e nodi il cui valore
e calcolato in funzione di altri nodi — e questigdalisegnati come forma ellittica).

Definiamo ora le espressioni che costruiscono &elidte: € questa la soluzione corretta?
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X «— [x1, x2, x3]

y < [yl,y2,y3]

(notate che in queste espressioni la virgola éeflagatore tra elementi della lista, e non il
separatore decimale). Mettiamola alla prova facatidegnare a STGraph la serie (X; y) in un

oggetto “grafico”. Questo ¢ il risultato:

=l
Esplorando il teorema di Pitagora... 30 -

S>>

NN
) |
OS> o<

Evidentemente c’é qualcosa che non va: la lineazsppe@ non e chiusa, e quindi non puo

rappresentare il perimetro di una figura geometrl€achiaro dov'e I'errore che abbiamo
commesso?

La soluzione corretta & dunque:

X «— [x1, x2, x3, x1]
y <[yl y2,y3,yl]
e in effetti ridisegnando:

nango - :I
Esplorando il teorema di Pitagora... 20 -

R
S NN i
OS> o>

Proprio quello che volevamo ottenere!

Come prossimo passo, recuperiamo un’informazioeeficiora & rimasta inutilizzata: i nodi
corrispondenti alle coordinate x2 e y3 non dovreblessere descritti come costanti, dato che

appunto al variare del loro valore ci consentonogéinerare i diversi triangoli rettangoli.
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Associamo percio a ciascuno di essi un oggettostmef, cosi che eseguendo la simulazione
possiamo modificare interattivamente i valori dellee variabili e vedere ogni volta un nuovo
triangolo disegnato. Ecco due esempi (notate clogliix2 e y3 hanno cambiato forma: ora sono
ellissi con una freccia entrante, a indicare clppr@sentano variabili il cui valore é assegnato
direttamente da noi; sono, come si dice, variadilinput”):

=1 EiTangolo =i
Esplorando il teorema di Pitagora... ] T

. o : ' : k ! Y oo 1o 20 so 40 0 o 7o
<S> <>  p——
.—J_

Siamo pronti ora per usare il teorema di Pitagong, qui ci serve per risolvere il problema
di calcolare la lunghezza dei lati di ognuno diairtgoli che possiamo costruire.

Dobbiamo partire pero dalla lunghezza dei catetine la si trova?

Dato che abbiamo assunto la condizione che unccsi@torizzontale e uno sia verticale, la
soluzione e semplice: le due lunghezze sono x2-ydk¢l. Ancora meglio: poiché, sempre per
le condizioni da cui siamo partiti, x1=y1=0, le ¢imezze sono proprio x2 e YyAggiungiamo
allora al nostro modello un nuovo nodo — chiamiampér esempio lip, come “lunghezza

ipotenusa” — e applichiamo il teorema di Pitagagagalcolarne il valore:

lip <« sqrt(x2"2 + y3"2)

BN

(la notazione appare un poco inusuale: € tipica lohgjuaggi di programmazione, che
generalmente non sono in grado di impiegare simbpédiciali come quello per la radice
gquadrata e devono compensare con nomi di funziepiesso derivati dall'inglese, come “sqrt”
(square root — e parentesi; inoltre, la possibilita di solaitiera lineare, come gia considerato
in precedenza, impone che gli esponenti delle pet@on possano essere scritti come apici, da
cui la scrittura a”b per indicare “a elevato allp b

Ecco il risultato, con un oggetto “tabella di visezazione” per presentare il valore calcolato

di lip:
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-l

30 -

Esplorando il teorema di Pitagora...

] T i |
10 20 30 4
{ |

| | I 4.0
1.0 10.0

Per finire (questa parte del lavoro), potremmo dir@ di semplificare il grafo, eliminando i

nodi costanti: le condizioni che abbiamo adottatismpongono infatti che essi abbiano sempre

valore 0, che quindi pud essere scritto direttamemdle liste di x e y, che in questo modo

diventano:
X « [0, x2, 0, 0]
y < [0, 0, y3, 0]
| - =
Esplorando il teorema di Pitagora... il oo
[ —10.0 .
5.0
4.0
30
—1.0 10 -
8.0 o N
T oo 10 2o 30 40 S0 8D 7o 2D 90
m-!ll ;I

——
| | 6.0
10 10.0

Abbiamo con cio creato un “calcolatore dedicatodisegnare interattivamente particolari
triangoli rettangoli e a calcolarne la lunghezz#'igetenusa (questa attivita potrebbe essere
replicata per esempio a proposito di triangoli ¢sti.

Giungere a disegnare i quadrati costruiti sui ca&etn compito non piu difficile di quanto
realizzato finora.

Per ogni cateto, ci bastano due nodi per mantdadigta delle coordinate x e y dei vertici
del quadrato corrispondente. Da quali altri nodii liate dipendono, e quindi quali frecce
dovremo costruire?

Sempre per le condizioni che abbiamo adottatog tlgt coordinate relative al cateto
orizzontale sono pari a 0 0 a X2, e la stessa \wagaper il cateto verticale e y3. E come sono
definite queste liste?

Ecco la soluzione:
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catlx« [0, x2, x2, 0, 0]
catly< [0, 0, —x2, —x2, 0]
cat2x< [0, 0, —y3, -y3, 0]
cat2y« [0, y3, y3, 0, 0]

ed ecco il risultato:

30 28 .

b 0@ 19 5 30 40 40
{ [ =
—
| | 4.0
1.0 10.0

Per disegnare il quadrato costruito sull'ipotenosaorre invece un po’ di trigonometria.

Cominciamo a fare “a mano” un disegno appropriato:

(0,0 (=20

Da qui si vede che ci occorre calcolare I'ampiedeliangolo ¢, che a sua volta dipende

dall’'ampiezza dell’angol®. Poiché:

x2 = lip * cos@)

si ha che:

0 «— acos(x2 / lip)

e dal fatto che:
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d=m1—-O+T11/2)

otteniamo finalmente che:

¢ —T1/2-6=11/2-acos(x2/lip)

A questo punto possiamo costruire direttamenteste ton le coordinate x e y del quadrato:
ipx « [x2, x2+lip*cos(phi), lip*cos(phi), 0, x2]
ipy < [0, lip*sin(phi), y3+lip*sin(phi), y3, 0]

Una volta che siano stati definiti questi nodimibdello si presenta cosi:

Eﬁﬁll'l;u."hs Lan g =

FEEEN _|
—10.0

4.0 -
-
o -
20-
==L 4.0 -
i B0 -

.0

1.0 100

Il nostro problema é cosi completamente risolto.

Stili di cambiamento

Note didattiche

Questa attivita di laboratorio, in coerenza e imgead altre attivita, concorre al
raggiungimento della seguente finalita:

 identificare e comprendere il ruolo che la matecaatjioca nel mondo reale;

» utilizzare la matematica e confrontarsi con essaddi che rispondono alle esigenze
della vita di un cittadino che sappia esercitareuato costruttivo, impegnato e basato
sulla riflessione,

e vuole contribuire all’acquisizione da parte deglidenti delle seguenti competenze:

» adottare modelli matematici per analizzare varigizio contesti reali e astratti e usare
forme simboliche per rappresentare situazioniwgtsie matematiche;

» operare valutazioni ben fondate;

* individuare le strategie appropriate per la rismoe dei problemi;
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* interpretare dati sviluppando deduzioni e ragionaisigli stessi anche con l'ausilio
di rappresentazioni grafiche, usando consapevobrgnstrumenti di calcolo;

» operare collegamenti tra gli elementi matematigielli fisici.

Compito

» Esplorare numericamente qualche aspetto elemestdhomncetto di variazione di una
grandezza, rilevante in particolare in tutti i femeni caratterizzati da una o piu
variabili dipendenti dal tempo.

» Disegnare su un piano cartesiano la traiettoriani@fdai valori della grandezza in un

intervallo di tempo.

Obiettivi
Oltre allo sviluppo e/o potenziamento delle compeg¢esopra descritte, si perseguono i

seguenti obiettivi:

» applicare i concetti appresi in un dato contestmaltro contesto, comprendendo il
significato simbolico dei termini matematici;

» collegare i concetti della matematica a quellialéBica;

e usare opportune schematizzazioni matematiche eridere e interpretare situazioni
e fenomeni, e formalizzare il percorso di soluzidn@n problema mediante modelli
matematici di varia natura e attraverso la sudtatazione in tappe;

» tradurre dal linguaggio naturale al linguaggio ma&co e viceversa, distinguendo, in
particolare, le variabili e le costanti;

» fare previsioni;

» operare simulazioni;

» convalidare i risultati conseguiti sia empiricaneeahe mediante argomentazioni;

» accrescere e apprezzare il gusto della scoperta;

* imparare a generalizzare.

Metodologia

* Problem solving.

» Didattica laboratoriale.

» Case study.

» Scoperta guidata.

Strumenti
» STGraph.
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Attivita

Vogliamo esplorare qui numericamente qualche aspetementare del concetto di
variazione di una grandezza, rilevante in partiela tutti i fenomeni caratterizzati da una o
piu variabili dipendenti dal tempo. Il nostro oltied strumentale € di arrivare a disegnare su un
piano cartesiano la traiettoria definita dai valdeila grandezza in un intervallo di tempo, in
modo da poter studiare visualmente la relazionel tcaiterio di variazione e la forma della
traiettoria.

Uno dei concetti introduttivi della fisica € quetlovelocita. Come conoscenza preliminare é
sufficiente assumere che sia data una grandezzsizipoe nello spazio” di un oggetto,
indichiamola con p, e che si riconosca che talézmee pud cambiare nel corso del tempo, cosi
che p(t) rappresenta la posizione dell’oggettoistédinte t. Se in istanti diversi; & b, la
posizione € a sua volta diversa, ciog)ptip(t,), € evidentemente perché I'oggetto nel frattempo
si é spostato. A parita di durata dell’'intervalideimpo, t— t;, maggiore € la distanza tra p
p(ty) e piu velocemente dunque deve essersi spostaigeifto. La grandezza “velocita nello

spazio” e definita allora come:

v :.t'l:.' — Pl TP T

Tg—Tzo

una formula il cui significato é: se I'oggetto @tante i si trova nella posizione pjt per
raggiungere la posizione g(tdopo un tempo,t t; deve spostarsi con la velocita,y(tD’altra
parte, per come € scritta, la formula & propridif@nte interpretabile: come possiamo renderla
piu chiara?
A questo scopo facciamo due piccole modifiche:
* mettiamo meglio in evidenza che stiamo compiendosservazione nel corso di un

intervallo che ha una certa durata; se scriviarteodarata come:
At = L—1
la formula puo essere riscritta in questo modo:

re v BlEFAC)—pit)
it =—"———
cosa che ci consente tra 'altro di eliminare liced

_ pirrd)—plg

v(t) .

semplificando ancora di piu le cose;
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* mettiamo meglio in evidenza che la velocita € taraento del cambiamento, ma che
noi siamo (generalmente) interessati a studiapgsazione; in due passaggi di algebra

elementare la nostra formula diventa:

p(t +At) = p(t) + v(t)At

Ora é finalmente un po’ piu esplicito il suo sigrato, soprattutto se intendiamo che
l'istante t sia il presente e tAt sia un istante futuro (probabilmente non tantddao, a meno
che non scegliamo uit grande). Possiamo leggerla cosi: in ogni istagée,conosco la
posizione e la velocita dell'oggetto posso calamlae quindi prevedere, la posizione che
I'oggetto stesso avra in un istante futuro. Copressa, quella che sembrava solo la definizione
della velocita e diventata addirittura uno struroeditprevisione!

Potrebbe essere interessante allora metterla edkapmagari affidandoci alla fantasia a
proposito degli oggetti i cui cambiamenti cerchiagihndescrivere. In fondo, pur di accettare una
certa generalizzazione, “oggetti” che “si spostanoh si trovano certo solo in fisica. Per
esempio, il nostro “oggetto” potrebbe essere urvaumodello di telefono cellulare, la cui
“posizione” all'istante (supponiamo: nella settiraah & il numero complessivo di esemplari del

telefono posseduti dai clienti in una certa citaosi, sempre per esempio:

| settimana, t| numero di telefoni, p(t)

1 100
2 350
3 650

Nel corso delle prime due settimane la variaziostata di 350 — 100 = 250 e di 650 — 350 =
300 telefoni rispettivamente, cosi che, trattandoppo la settimana come unita di misura,

possiamo scrivere:

v(1) = 250 telefoni/settimana
v(2) = 300 telefoni/settimana

Dungue non solo il telefono si sta diffondendo, addirittura la velocita con cui si diffonde
nel mercato sta crescendo. Ma guarda... La velacgaa volta sta cambiando: non potremmo
allora chiederci con che velocita la velocita caafibi

Facciamo un passo per volta, e torniamo per o radstra formula di previsione con

qualche problema:
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(@) se perle prime 10 settimane dal lancio del telefu mercato ogni settimana si sono
venduti 100 telefoni, quanti telefoni ci sarannia &he?

(b) e se invece in ognuna delle 10 settimane, grazmasda parola, ogni 4 persone che
avevano il telefono altri 3 I'hanno acquistato?

(c) e seinvece, grazie agli investimenti in pubblid&l’azienda produttrice, in ognuna
delle 10 settimane il numero di telefoni vendutuémentato di 20 unita rispetto al
numero di telefoni venduti nella settimana precészn

Questi problemi condividono una stessa strutturachiedono di fare una previsione sulla

“posizione” che avra un “oggetto” in un momentoufat a partire da condizioni specificate, e
per tutti e tre la formula:

p(t +At) = p(t) + v(t)At

e lo strumento di base che pud essere usato.

In questo caso (pochi e piccoli numeri) potremmtursdmente fare i conti “a mano”, ma
proviamo invece a lavorare con STGraph. A quesbpg@sito il primo passo, dopo aver creato
un nuovo modello, é di identificare le variabilesianti, in questo caso un compito facile: p e v.

Introduciamole come nodi nel grafo:

Occorre ora stabilire le relazioni di dipendenza variabili: per ora su v non poniamo

vincoli, e quindi lasciamola senza dipendenze, metttiaramente p dipende da v:

D’altra parte, p dipende anche da se stessa, preaisamente dal valore che essa aveva un
At (nei nostri esempi € una settimana) prima. Tlgteolte che cid accade (e se ricordiamo
come siamo giunti a questa formula, tutte le vditeque che € in gioco una velocitd), cioe

guando una variabile viene calcolata non sincrone@e rispetto alle variabili da cui dipende:

x(t) = f(t

ma unAt successivo:

X(t + At) = (1)

30



Riprogettare il curriculum di matematica: CorsoFtirmazione Docenti Scuola Secondaria di SecondalGra

BN

diciamo che la variabile in questione é “di statiojece che “algebrica”. Modificando il tipo

della variabile, il nodo corrispondente cambia engticamente forma:

=
—
<
N

In STGraph, ogni variabile di stato ha tre caratiehe di base:
* il suo valore viene calcolato per/it successivo (per ragioni tecniche I'espressione in
guesto caso si chiama “funzione di transiziondatos);
* puo dipendere da se stessa, e il suo valore agualgpresentato dalla variabile “this”,
che potremmo dunque interpretare come “il mio \@larquesto istante”;
* puo essere calcolata solo se € dato il valore sbee @&sume in un “istante iniziale,, t
valore che € generalmente chiamato “stato iniziale”
Se ipotizziamo che nel nostro caso lo stato iréz&h O (cioe la simulazione parte da una

condizione in cui non sono ancora stati vendugifteli), la definizione di p si scrive:
p-init <— 0
p-trans— this + v * timeD

(“timeD” e la variabile di STGraph corrispondenteAfy se, come abbiamo considerato,
assumiamo la settimana come unita di misura, allioneD é pari a 1 e quindi possiamo
tralasciarlo come fattore moltiplicativo nelle farha).

Il problema (a) € il piu semplice: il fatto che agni settimana si vendono 100 telefoni,

corrisponde a:

p-trans— this + 100
cioé:

v« 100

p-trans« this + v

Ecco il risultato (piuttosto ovvio...) della simaiane:
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tempo p
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Tornando per un attimo alla fisica, e interpretapdccio le variabili p e v con il loro usuale
significato meccanico di posizione e velocita, pe® notare che il problema (a) presenta
dungue un caso di moto rettilineo uniforme, appwat@tterizzato da velocita costante e quindi
moto inerziale (un cenno circa una possibile inetgzrione dinamica, e non solo cinematica,
del problema: il moto e inerziale nel caso in canrci sono forze esterne oppure, piu in
generale, quando esse sono nulle: dato che nesedotip industriale “si vende da solo”,
possiamo immaginare che un numero costante diotélekenduti al mese corrisponda a una

situazione in cui I'attrito”, cioé la difficolta &endere, & compensato dalla “forza” di vendita).
Prendiamo ora in esame il problema (b): in queasbcla variazione della “posizione” e
descritta dalla condizione: ogni 4 possessori défano nel mese corrente altri 3 lo
acquisteranno nel corso del mese stesso. Comaselpcecedente, si tratta di una condizione a
proposito della definizione della “velocita”, chardjue ora dipende dalla posizione. Dobbiamo
percio modificare la struttura del grafo, in mododkscrivere questa dipendenza reciproca (la

posizione dipende dalla velocita, ma la velocitgedde dalla posizione):

Ma é possibile cio? Se le due variabili implicatsdero entrambe algebriche la risposta

sarebbe certamente negativa. Se infatti, per esenbgiinissimo il sistema:

pit) = 2v{t)
Lo =pm+1

corrispondente alle istruzioni di assegnazione:
p—2*v

V—p+1l
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In ogni istante t per calcolare p(t) dovremmo caeos il valore di v(t), ma per calcolare v(t)
dovremmo conoscere il valore di p(t), cosa che rahi@nte genererebbe un regresso
all'infinito.

Il punto essenziale in questo caso e pero che elf@dlie variabili, p, non é algebrica ma di
stato, e quindi il suo valore é calcolato “per stamte dopo”. Quindi possiamo proseguire:
come deve essere definita la variabile v in queasn? Vediamo qualche caso: se p(t) = 4 allora
p(t +At) = 4 + 3, e poiché in generale p(Af) = p(t) + v(t) se ne conclude che se p(t) = drall

v(t) = 3. Con un po’ di riflessione arriviamo aftamula:
v(t) = 2p(®)
e quindi:

v—3*p/4

Con cid non siamo pero ancora pronti a realizzaneubva simulazione. C’e prima di tutto
un problema da risolvere: se mantenessimo, conmeapril valore 0 per lo stato iniziale la
velocita iniziale sarebbe a sua volta nulla e iStesna non partirebbe mai”. Dunque per evitare
questa situazione banale in questo caso dobbiaswmase uno stato iniziale diverso da zero.

Supponiamo che sia:

p-init < 1
(all'inizio del periodo di osservazione / simulazéonel mercato c'e un telefono). E qui si
presenta un secondo problema. Se p(0) = 1, all®ea=v0,75, cosa che implicherebbe che p(2)
= 1,75. Un telefono e tre quarti nel mercato? Gimente la cosa non ha senso! Possiamo pero
decidere di disinteressarci della questione, pemp assumendo che, tutte le volte che

servira, applicheremo un opportuno arrotondamentsatati del calcolo. Ecco il risultato (la

colonna di destra della tabella contiene proprvialori di “posizione” arrotondati):

tempo p p
= - te.. P P
1.0 1
1.75 2
3.0625 3
5.3594 H|
9.3789 all
164131 18|
287228 24|
502651 50|
579638 &8s
153.9368]  154|
269.3594 26!3[!

[

2900 -

=GO |0

1200 -

a0 -

anp -

0| 00|~ o en| | oo | ra | —

(=

Anche a proposito di questa soluzione possiamoacercina possibile interpretazione

alternativa, ma per diversificare questa volta neolgiamoci alla fisica. Un sistema come:
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{p::t + 4t) = pt) +v{t)de
v(t) = kp(t)

con k costante (nel nostro caso k = 0,75), desqrereesempio il numero di individui di una
popolazione che in ogni unita di tempo cresce aotagso pari a k (cioe, se lo si considera piu
facile da comprendere, con un tasso del 100k%naostio caso del 75%), cosa che fa si che in
questo caso la velocita corrisponde al numero dvinoati (un’altra interpretazione si ottiene
considerando come posizione la quantita di denapmsitata in un conto bancario: k descrive
allora il tasso di interesse per unita di tempta gelocita corrisponde agli interessi che sono
maturati nell’unita di tempo e a loro volta depasihel conto).

Potremmo poi generalizzare il modello precedentdtendo in evidenza il tasso di crescita e
introducendo l'opzione di modificarlo, per sperirteme le variazioni della “posizione” al

variare di k:

tempo p p
[ om - o te p p

] 1.0
2.0
4.0
8.0
16.0

1
2
1 3
A
] 5 32.0
@ o g B40] &4
7 128.0] 128
. . . . : ]

| =
rof o oo I ra| —

. 256.0) 256
512.0) 512
a 1024.0] 1024

]

(la figura presenta la situazione in cui il tassociescita € del 100%, corrispondente alla
condizione in cui la “posizione” raddoppia il sualare ad ogni unita di tempo).

Siamo pronti per affrontare il problema (c), il mamplesso. Ricordiamo che in questo caso
il numero di telefoni venduti nella settimana At-é superiore di 20 unita rispetto al numero di
telefoni venduti nella settimana t. Attenzione: asto parlando di non telefoni
complessivamente presenti nel mercato (la “pos&ipmma appunto di telefoni venduti nel
corso della settimana, variabile che, come abbieisto, corrisponde alla “velocita” all'istante

t. Cio significa che la condizione in questo caso e

v(t +At) = v(t) + 20
Abbiamo ormai imparato che da una condizione dstpugenere dobbiamo concludere che
anche v & una variabile di stato. Supponendo chstal iniziale sia 0, possiamo “tradurre”
cosi:
v-init < 0

v-trans« this + 20
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Ed ecco il risultato (per rendere i conti piu coenmibili, e semplici da controllare, la tabella

contiene una colonna per la velocita):

tempo p v - |
F - tempo P W
0n - a a |:|I|
w00 - 1 a 2']"
@ g G0 - 2 20 4']"
, 00 - 3 60 =] |
" 4 120 50|
200 - 5 200 100)
@ 200 - 3 300 120)
N T 420140
- ;\%00 = R I g ?33 ]ESH
: oo To_goa  200|
0.0 100.0

Con quest'ultimo caso torniamo alla fisica. Il nume0 rappresenta la variazione, costante
dunque, della velocita. Ma come si chiama in fisicgrandezza che descrive la variazione della

velocita? Accelerazione. E infatti la formula:

v(t +At) = v(t) + 20
e chiaramente un caso particolare di:

victdg)—w(t]

alt) = —
in cui con a(t) indichiamo appunto I'acceleraziaéempo t, e in questo caso a(t) = 20. Dunque
questo € un caso di moto ad accelerazione costaotee si chiama in fisica? Moto
uniformemente accelerato. Proprio come quello diconpo in un campo gravitazionale.
Insomma: che ce ne fossimo resi conto o meno,oiblpma (c) & appunto un problema... di
caduta libera (chi volesse provare ora a giocar@aircon le formule, potrebbe prendere in
esame il sistema:

plt+ At) = p(t) +v(t)at

vit+ At) = vit) + alt)dt
nel caso in cui a(t) = k e gli stati iniziali p(@)v(0) siano dati, per cercare di risolvere ilesis4,
cioe per trovare l'espressione che consente diokake p(n At) per n>0 qualsiasi. Cid
consentirebbe di calcolare direttamente la prenésiper un qualsiasi istante futuro. Con

qualche passaggio algebrico si ottiene:

p(nAY) = p(0) + At v(0) +k (nAt)?
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che, a meno della sostituzioneAh — t, € I'equazione cinematica del moto uniformemente
accelerato: quell’equazione € dunque la “soluzimmaitica” del sistema, che STGraph calcola
implicitamente per noi nel corso della simulazione)

Un'ulteriore generalizzazione €, a questo puntqoaata di mano: cosa succederebbe
reinterpretando il nodo k per quello che in effefticioé un'accelerazione, e quindi lasciando a
chi gioca con il nostro simulatore la liberta dimtaare il valore di tale variabile durante la

simulazione stessa? Ecco un esempio:

| — accelerazione
Z0 -

10 -
@ - D "
.. v 3 a oo -
=il o
a: 0.0

- az 0. - tampa

E - | — posizione -
[ { IJI 143 .

5.0 5.0 e

Per comprendere il significato di questo “esperitoérpossiamo immaginare che p(t)
descriva la posizione di un oggetto che si muoveaattrito lungo una retta (certo! parlando di
“posizione” finora abbiamo sempre implicitamentestago uno spazio unidimensionale:
un’interessante estensione del nostro progettoelploér essere di passare a descrivere moti
bidimensionali), per esempio un missile nello spager cui accelerazione positiva corrisponde
a motori accesi in un verso e accelerazione negatimnotori accesi nell’altro verso. La figura
mostra allora un esempio: dopo una prima faseiinrootori sono spenti (a = 0) e la posizione
non cambia (p = 0, lo stato iniziale), intorno a 20 abbiamo acceso brevemente gli avan-
motori, e quindi la posizione comincia a crescees; arrestare il moto non ci sono freni nello
spazio, e percio intorno a t = 40 abbiamo accestra-motori; mano a mano che la posizione si
e stabilizzata abbiamo ridotto I'accelerazione tigga

Da qui molti altri “esperimenti” potrebbero essgymgettati e realizzati. Ma questa é

un’'altra storia.

Radici babilonesi

Note didattiche

Questa attivita di laboratorio, in coerenza e im&ead altre attivita, vuole contribuire
all'acquisizione da parte degli studenti delle sagucompetenze:

» individuare le strategie appropriate per la solngidi problemi;
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progettare e costruire modelli di situazioni reali;

utilizzare tecniche e procedure di calcolo aritece® algebrico.

Compito

Individuare un algoritmo risolutivo per calcolaie, modo approssimato, le radici
guadrate di numeri positivi.

Implementare I'algoritmo al calcolatore.

Costruire un modello in grado di realizzare lo stegalcolo in forma iterativa,

mediante variabili di tipo differenziale (livellaipavanzato).

Prerequisiti

Elementi di calcolo algebrico.
Conoscenza dei radicali.
Enunciato del teorema di Pitagora.
Concetto di algoritmo.

Conoscenza delle tecniche di base di STGraph.

Obiettivi

In particolare delle competenze individuate in daesttivita si svilupperanno e/o
potenzieranno le seguenti abilita:

utilizzare il linguaggio simbolico;

tradurre dal linguaggio naturale al linguaggio aligo e viceversa;

progettare un percorso risolutivo strutturato jppi;

riconoscere i dati iniziali e individuare gli oltist;

schematizzare in passi elementari il procedimestiutivo;

formalizzare il percorso risolutivo attraverso uadallo;

controllare le procedure e verificare la rispondede! risultato alle richieste;

argomentare i risultati

Inoltre si individuano anche i seguenti obiettivi:

approfondire il livello di conoscenza dei radigalintando I'attenzione sulle procedure
applicate e non sul calcolo "bruto” utilizzandogmesto modo,consapevolmente le
tecniche e le abilita di calcolo;

comprendere il significato della formalizzazione;

accrescere ed apprezzare il gusto della scoperta;

imparare a generalizzare;

imparare a presentare il lavoro svolto cogliendglhaspetti piu significativi;

fornire semplici elementi di storia della matematjmatematica babilonese).
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Metodologia
» Lezione partecipata.

» Didattica per problemi.
» Scoperta guidata.

Strumenti
e STGraph.

Attivita

Vogliamo esplorare qui un algoritmo, probabilmegi& noto ai babilonesi, per il calcolo
approssimato di radici quadrate, studiando comefdmamare un semplice concetto di
matematica elementare in una procedura di caletioando dunque un processo di traduzione
di una descrizione espressa in italiano in una essione di funzioni. Il nostro obiettivo
strumentale é di arrivare a calcolare in modo agginaato radici quadrate di generici numeri
positivi. Come obiettivo piu avanzato, vogliamo riggere a costruire un modello in grado di
realizzare lo stesso calcolo in forma iterativadiaete variabili di tipo differenziale.

Il calcolo di radici quadrate e spesso utile, amnapio per trovare la lunghezza del lato di un
quadrato di cui € nota I'area 0, analogamenteapgplicare il teorema di Pitagora. Salvo che per
i cosiddetti “quadrati perfetti”, come 4, 9, 16, calcolare la radice quadrata di un numero e
considerato un procedimento complesso, che deleghigeneralmente a calcolatrici 0 a
programmi per calcolatori. D’altra parte, esistea dacnica per calcolare radici quadrate che
pare impiegassero gia i babilonesi, notoriamentevsgsti di strumenti elettronici. E’ facile
spiegare come funziona, e non e difficile trasfaten&n un’insieme di istruzioni elementari,
cioe in un algoritmo, che potremo eseguire direttai® oppure anche “implementare” in un
programma per calcolatore.

Introduciamo il nostro problema con un minimo dtamone. Se x € un numero positivo, la
sua radice quadratgx, € un numero y tale che y*y = x. Il nostro datgéditenza & dunque un
valore x>0, e il nostro obiettivo & di trovare qualore y tale che yg.

Dato che non conosciamo gia y (altrimenti il proldesarebbe con cio risolto), scegliamo un
valore yi, con la sola condizione che esso stesso sia nregtji®, da considerare come il primo
candidato pes/x. Dato che si tratta solo appunto di una primaggioipossiamo tranquillamente
tirare a indovinare, oppure possiamo scegliereepempio y=x/2.

Consideriamo ora il valore, zale che yz, = z, cioe z= z/y;: se y e z fossero uguali, il
nostro problema sarebbe risolto; altrimenti (conpeababile che sia),;ypud essere o minore o0
maggiore dell’ancora ignota=. Se y<+, allora z>+; viceversa, se ', allora z<+x.

Dunque in entrambi i casizsara maggiore del minimo tra ¢ z e minore del massimo tra
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essi. Se come secondo candidato prendiamo il vaéatio di y e z y,=(y;+z;)/2, possiamo
percio supporre di migliorare la nostra scelta.

A gquesto punto si puo ricominciare, calcolande x/y, e verificando se e z non sono
uguali, cosi da prendere il loro valor medigr(y,+2)/2, e cosi via fino alla ripetizione n-
esima, in cui y e %z sono almeno “approssimativamente uguali” (disarter tra poco il
significato di questo apparentemente strano camjcetla cui potremo concludere che
YRz, ., che & il risultato che volevamo ottenere.

Siamo ora quasi pronti per tradurre questa descezin un algoritmo: ci manca solo di
decidere quale criterio di “approssimata uguaghartza coppie di numeri, b, intendiamo
adottare. Si tratta di stabilire se la differenzad e b € sufficientemente prossima a zero, cioe

se, per un certo valore k positivo:

-k <a-b <k

Introducendo poi la funzione valore assoluto (ckaglie il segno” a un numero, ed é
indicata |x| in matematica e con la notazione fumalie, per esempio abs(x), in molti linguaggi

di programmazione), si puo scrivere questa conaézanche come:

abs(a—b) < k

Per la soluzione di questo problema preliminareiroane dunque solo da scegliere un
opportuno valore k. Un criterio di scelta potrelgissere basato sulla condizione:
e per un certo numero naturale rkase a e b hanno almeno le prime n cifre decimali
uguali

Ma € un buon criterio per il nostro scopo? Vediamasempio:

a = 1,0000000...
b =0,9999999...

a e b hanno addirittura tutte le cifre diverse,upppono molto vicini 'uno all’altro. Questo ci
suggerisce che il criterio ipotizzato non & appeipr Meglio invece:
» per un dato numero naturale ri¥d se abs(a—b) ha la parte intera e almeno le prime
cifre decimali pari a zero

cioe se abs(a—b) € un numero della forma 0,00x¢per. n = 2). Come deve essere scelto k in
questo caso?

Affrontiamo questo problema per passi, a partilecdao piu facilmente visualizzabile in cui
la condizione é:

* C € un numero non negativo la cui parte interare ze
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cioé & un numero della forma 0,xxx... (dunque cenO) In tal caso la condizione da controllare
e, evidentemente:
c<l1
Il caso n =1, cioe:
e C € un numero non negativo la cui parte intera euiaprima cifra decimale sono
uguali a zero
corrisponde allora alla condizione:
c<0,1
A questo punto la generalizzazione per un valogemerico € facile, ma possiamo costruire
un modello di STGraph per verificare che tutto fonk
a <« numero da scegliere
b < numero da scegliere
k < numero da scegliere (nella forma 0,0...01)
c<— abs(a—b)

condizione— ¢ < k

=h

F
.
0.002]

Ecco allora finalmente I'algoritmo:

| — condizione

Approssimativamente uguali

1. scegqliil valore x, x>0 di cui calcolas:

2. assegna (per esempiq)«y x/2

3. calcola z — x/ly;

4. verifica se y¥z;: in caso positivo, il risultato e;y(e quindi concludi); altrimenti

continua

o

calcola y « (y1+2z,)/2
calcola z < x/y,
7. verifica se y¥z,. in caso positivo, il risultato e,y(e quindi concludi); altrimenti

continua
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8. calcolay «— (y,+z)/2

9. calcola 3 x/y3

10. verifica se y#%zz in caso positivo, il risultato ésy(e quindi concludi); altrimenti

continua

11. ..

Perché abbiamo interrotto la descrizione all'unsilta istruzione? Ci sono due, entrambe
buone, ragioni: la prima & che una successionstiizioni di questo genere chiaramente puo
essere sempre proseguita, cioé, in un certo sposepbe “non terminare mai”, e quindi tanto
vale interromperla presto; e d'altra parte — e tuéda seconda ragione — si vede chiaramente
che le istruzioni 5-7 sono in pratica identiche aditruzioni 8-10, e lo sarebbero alle istruzioni
11-13, alle istruzioni 14-16, ... se solo le avessattte.

Ed ecco il modello STGraph che implementa I'algoatfino all'istruzione 10, e dunque con

tre fasi successive di approssimazione:

| = condl

Diversi: Diversi: Approssimativamente uguali:
non ancora... nen ancora.. soluzione!

Sia la precedente successione di istruzioni sistqugrafo mettono bene in evidenza la
possibilita di interpretare questo algoritmo seauada struttura iterativa; come segue:
1. scegliil valore x, x>0 di cui calcolas:
assegna (per esempio}-y x/2
calcola z— xly
verifica se yz: in caso positivo, il risultato e y (e quindi otudi); altrimenti continua

calcola y— (y+z)/2

S T o

torna al passo 3

Scritto in questo modo, l'algoritmo € particolarrteeninteressante per la presenza
dellistruzione 5, in cui la stessa variabile, gngare sia a sinistra sia a destra del simbolo di
assegnazione. Una volta verificato che questo rala son & un errore, ma anzi che e

necessario se si vuole scrivere l'algoritmo in ¢udsrma sintetica (e comunque senza “i
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puntini” — come nell'istruzione 11 della precedemégsione — che alludono a una prosecuzione
indefinita), possiamo chiederci cosa significhiassegnazione di questo genere.

Notiamo innanzitutto che la presenza nell’istrueidndi una seconda variabile, z, non ha
alcuna rilevanza per il problema che intendiamageee in esame, che infatti non cambia se lo

consideriamo in riferimento alla piu semplice igtame:

y<—y+1

Cosa significa questa istruzione? Prima di tuttogéessario puntualizzare che non si tratta

di un’equazione. Se lo fosse, cioé se stessim@gdecun valore y tale che:

y=y+l

potremmo concludere immediatamente che non esidteigne. Si pud con cio apprezzare

perché per denotare I'asseghazione abbiamo impiegan I'ambiguo ma <’ , che in
matematica non € usato con alcun significato awoalbgmolti linguaggi di programmazione
un’istruzione come la precedente viene interpretdaai semplicemente, a partire dalle ipotesi
secondo cui:
* y é una variabile numerica;
» 0ogni variabile numerica & univocamente associata’@ea di memoria (diciamo: “un
contenitore™);
il contenuto di tale area di memoria puo essete Epud essere sovrascritto.
L’istruzione “y = y+1” corrisponde allora a tre swistruzioni:
» leggi il contenuto dell'area di memoria associaja a
» ipotizzando che quanto e stato letto sia un nunagygiungi 1 a tale numero;
» sovrascrivi il risultato nella stessa area di meanor
Questa pur breve analisi mostra perché i suddegiidggi di programmazione si basino su
una semantica cosiddetta imperativo-procedurale:
* imperativa, perché le istruzioni sono interpretaime comandi da eseguire;
» procedurale, perché le istruzioni sono da eseguiseiccessione, costituendo cosi nel
loro complesso una procedura (che, tra I'altronfalizza un algoritmo).
Non é pero certo questa la semantica tipica dedigematica: cio implica che “y = y+1” non
ammette un’interpretazione appropriata in matera@ti€erto che no! E’ infatti sufficiente
introdurre un indice che, come nell'algoritmo sqpnaotrebbe rappresentare il passo

dell’iterazione:

Yier = Y+l
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Questa torna ad essere un’equazione, dunque ti@attabprescindere da questioni di
informatica, con la sola peculiarita di essereatiga: il prossimo (i+1-esimo) valore della
variabile y & uguale al valore attuale (i-esimogré@mentato di 1. E' poi particolarmente
interessante adottare un’interpretazione fisicapmsiderare l'indice i come rappresentante il
tempo: mentre il tempo passa, la variabile y viéogservata” (naturalmente in matematica
diremmo: “calcolata”) negli istanti successivi 1, 2., i, i+1, ... Per enfatizzare questa

interpretazione potremmo riscrivere I'equaziond:cos

y(t+1) = y(t)+1

Se per esempio y descrive la posizione di un coh@si muove lungo un asse, e dunque
y(t) € la posizione del corpo al tempo t, I'equaeiaescrive un moto rettilineo uniforme, con
velocitd 1 (naturalmente per rendere corretta lamia fisica a questo punto occorrerebbe
introdurre le unita di misura). Proprio questo i&rho alla fisica ci ricorda, poi, che I'equazione
pud essere risolta solo se conosciamo la posizioizéale del corpo, y(t=0), cid che in
matematica si chiama la base dell'iterazione (& sesper esempio, y(0)=10, allora y(1)=11,
y(2)=12, e cosi via).

In fisica una grandezza come in questo caso € guiivalore é calcolato iterativamente a
partire da una condizione iniziale, si chiama “abife di stato”, perché descrive la condizione,
lo stato appunto, in cui si trova il sistema satéservazione.

Possiamo dunque concludere che, in base a coore Valore viene calcolato, le variabili si
dividono in due categorie:

» le variabili il cui valore e calcolato senza la egsita di un riferimento a un indice
(che potrebbe rappresentare il tempo), e che guwdsiamo immaginare siano
calcolate sincronicamente con le eventuali (alteg)abili da cui dipendono. Dato che
si tratta delle variabili usualmente presenti nabpiazioni, le possiamo chiamare
“variabili algebriche”. Nell'algoritmo precedentenal variabile algebrica € z, il cui
valore é ottenuto da x/y: naturalmente anche irstgueaso & possibile introdurre
esplicitamente un indice,; =z x/y;, ma cido non fornisce alcuna informazione
aggiuntiva;

 le variabili il cui valore puo essere calcolatoosiol riferimento a un indice, e che sono
calcolate diacronicamente rispetto alle variabdi @i dipendono, nel senso che il
valore e calcolato per I'indice i+1 a partire daiahili di indice i. Variabili di questa
categoria possono dunque essere calcolate “inriemhise stesse”, come abbiamo
visto per y; = yi+1. Poiché un’equazione di questo genere é equiteakey,,—y, = 1

(un’equazione chiamata “alle differenze” proprio @ontrapposizione alle usuali
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equazioni algebriche), le variabili in questione sgmo essere chiamate
“differenziali”, o anche, come abbiamo visto, “dat®”. Nell'algoritmo precedente
una variabile differenziale € vy, il cui valore é@eoiuto da (y+z)/2: per poter scrivere
'assegnazione come un’equazione e infatti necessarodurre esplicitamente un
indice, .1 = (Vi+z)/2.

Siamo ora pronti per riprendere in esame la veesiterativa dell’algoritmo, e a partire da
essa costruire un modello di calcolo in STGraph.nbaitd &€ che ci e sufficiente una sola
variabile y, ma che essa deve essere dunque dithi@ome di stato. In quanto tale, e
necessario definire sia il valore iniziale dellai&hile (€ cido che in fisica si chiama “stato

iniziale”) sia I'equazione di ricalcolo (che pudsese chiamata “equazione “di transizione di
stato”):

y-init «— x/2

y-trans« (this+z)/2

(nel linguaggio di STGraph “this” rappresenta laiabile di stato che si sta definendo e ha il

valore attuale della variabile stessa). Ecco il eflod

k- \
0.01]

A

[~y ]

condizione

Approssimativamente uguali:
soluzione trovata!

chiaramente piu semplice del precedente, e inacoubva forma del nodo y mette in evidenza
che y é una variabile di stato. Per ottenere illtaso mostrato € necessario, questa volta,
eseguire una vera e propria simulazione, cioé é@segerativamente il calcolo simulando

appunto che il tempo passi. Questa € la succesgegieeventi:
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Diversi: Diversi: Approssimativamente uguali:

non ancora.. non ancora soluzione trovatal

tempo=0=1=2

Il risultato e cosi ottenuto.

Riassunto di numeri

Note didattiche

Questa attivita di laboratorio, in coerenza e im&ead altre attivita, vuole contribuire
all’'acquisizione da parte degli studenti delle ssgucompetenze:

 individuare le strategie appropriate per la soloeidi problemi;

» progettare e costruire modelli di situazioni reali;

» analizzare dati e interpretarli sviluppando dedozeragionamenti sugli stessi anche
con l'ausilio di rappresentazioni grafiche, usamdmsapevolmente gli strumenti di
calcolo e le potenzialita offerte da applicazigreafiche di tipo informatico,

e si propone, sempre insieme ad altre attivitéagljiungere i seguenti obiettivi formativi:

» educare all'utilizzo di strumenti scientifici peedgere, interpretare e analizzare le
problematiche sociali utilizzando strumenti sciféciti evitando conclusioni scaturite
da “luoghi comuni”;

» sviluppare la capacita di sintesi dei dati anatizzal fine di formulare ipotesi
plausibili sull’'evolversi del fenomeno osservato.

Compito
Esplorare numericamente qualche elemento basil@iea dstatistica descrittiva e in
particolare sintetizzare una stessa successioneeriaansecondo alcuni criteri diversi,

analizzando il significato dei risultati ottenuti.

Obiettivi
Per sviluppare e/o potenziare le competenze s@seitte si lavorera sulle seguenti abilita:

* raccogliere, analizzare, organizzare e rappresentamsieme di dati;
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» rappresentare classi di dati mediante istogramattrestrumenti di rappresentazione
grafica;

» leggere e interpretare tabelle e grafici in terndingorrispondenze fra elementi di due
insiemi;

* riconoscere una relazione fra variabili e formaita attraverso una funzione
matematica;

* rappresentare il grafico di una funzione;

» elaborare e gestire semplici calcoli attraversdogfio elettronico;

» elaborare e gestire un foglio elettronico e rapgnege in forma grafica i risultati dei
calcoli eseguiti;

* accrescere e apprezzare il gusto della scoperta;

» generalizzare;

» presentare il lavoro svolto cogliendone gli asp#ttisignificativi.

Metodologia
» Didattica per problemi.
e Scoperta guidata.

Strumenti
» Foglio di calcolo.

Attivita

Vogliamo esplorare qui numericamente qualche elémeasilare della statistica descrittiva,
la disciplina che fornisce gli strumenti matemafier sintetizzare grandi quantita di numeri. Il
nostro obiettivo strumentale é di arrivare a sintare una stessa successione numerica secondo
alcuni criteri diversi, analizzando il significatiei risultati ottenuti. Nella prima parte studiamo
come puo essere ottenuta 0 generata una succesbi@rsia interessante da sintetizzare. Nella
seconda parte introduciamo e sperimentiamo al@oredhe di sintesi.
Prima parte: generazione
“Fare il riassunto” di un testo (un racconto, umsdatizione, ...) significa scrivere un nuovo
testo che abbia due caratteristiche:
* sia piu breve del testo iniziale,
e nonostante cio:
e consenta di ricostruire, almeno per linee genenalfedelmente, il contenuto del testo

iniziale.
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E’ un’esperienza comune che quando un testo € raligo, e piu in generale quando é
disponibile una grande quantita di dati, farngsissunto & una soluzione efficiente per riuscire a
comprendere rapidamente il contenuto del testdlondeeme dei dati. E’ possibile riassumere
una successione di numeri? Con un esempio mostGamta risposta € positiva.

Consideriamo un’'immagine digitale, come quella guwrebbe essere acquisita da una
macchina fotografica digitale e quindi memorizzata un file: si tratta di una matrice
rettangolare di punti (chiamati spesso “pixel”’, wamione dell’espressione inglese “picture
element”, cioé appunto “elemento di immagine”), amguestimmagine sono disposti in 150

righe di 200 colonne ciascuna:

cosi che 'immagine stessa e costituita di £5800 = 30 000 punti (analogamente, le immagini
ottenute da una macchina fotografica con I'elemeettsibile da 10 megapixel sono costituite
di 10 milioni di punti). Ognuno di questi punti han colore ottenuto generalmente per
combinazione di tre componenti, rosso, verde ddiducui il nome “modello RGB”: red, green,

blue), e lintensita di ogni componente & descrittaun numero intero tra 0 (componente

assente) e 255 (componente a massima intensigacaliore pieno):

Poiché tra 0 e 255 inclusi ci sono 256 numeri inteioé & possibile memorizzare 256
intensita diverse, e 256 =% 2occorre proprio 1 byte per memorizzare lintehsiti una

componente cromatica di un pixel. Ma allora:

1 byte per componente3 componenti per pixed 30 000 pixel = 90 000 byte
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necessari per memorizzare I'immagine. E infattimsEmorizziamo I'immagine in un formato
“raw”, per esempio bpm, €& proprio questa la dimamsidel file che otteniamo. Se, d’altra parte,
cambiamo formato e scegliamo jpg, abbiamo la pdgaikdi assegnare un valore a un
parametro chiamato “qualita del’immagine”. Eccaidlultato, nel caso di qualita pari al 50%,
10% e 5% dell'originale rispettivamente:

Il peggioramento progressivo della qualita &, appuevidente! Ma confrontiamo anche le
dimensioni dei file:
» originale: 90 000 byte
e gualita al 50%: 4600 byte circa
* qualita al 10%: 1600 byte circa
+ qualita al 5%: 1000 byte circa
Possiamo percio concludere che attraverso I'algorithe memorizza immagini in formato
jpg si pud “fare il riassunto” di successioni dinmeri, interpretate come immagini, secondo
criteri che rispettano le due condizioni riportagepra: maggiore brevitd e sufficiente
ricostruibilitd dell'originale. Riassumere insiewdi numeri ha dunque senso, e spesso, anzi, &
molto utile!

Facciamo un secondo esempio; ecco una successionmeri:

5, 12, 29, 56, 93, 140, 197, 264, 341, 428, 523, 839, 876, 1013, 1160

che potremmo aver ottenuto misurando la posiziondi pin oggetto in istanti di tempo
successivi, t=0, 1, 2, ...
Esercitando un po’ delle nostre capacita di intwigi potremmo scoprire che i valori della

successione soddisfano la condizione:

p(t)=5+2t+5%

espressione che potremmo riconoscere come un eaicofare della legge fisica che descrive

il moto uniformemente accelerato.
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Ne concludiamo che le leggi della fisica sono iotetabili come esempi di strumenti per
“fare il riassunto” di successioni di numeri (inegtio caso dunque, a meno dell’'unita di misura,
di misure). Anche in questo caso, infatti, le dordizioni sono soddisfatte.

C’eé comungue una differenza non secondaria traiehempi, a proposito della condizione
di ricostruibilita dell’'originale a partire dal saunto: mentre il risultato prodotto dall’algoritmo
jpg non consente di riottenere I'immagine inizidéesintesi generata da una legge fisica non fa
perdere alcuna informazione sulla successione dtemza, che dalla legge € infatti
perfettamente ricostruibile. Interpretando entragibiesempi come algoritmi di compressione
dei dati, il caso delle leggi della fisica corrigpe a una compressione appunto “senza perdita
di informazione” (“lossless”), mentre jpg funzioattraverso una compressione “con perdita di
informazione” (lossy”): come vedremo, la statistiggera secondo una logica lossy: si accetta di
perdere informazione, pur di ottenere risultatietini.

Data una successione di numeri, quale informazgdrmio dunque considerare accettabile
perdere? Come c’'é da aspettarsi, risposte divegeesta domanda corrispondono a statistiche
diverse.

Per cominciare a lavorare concretamente su questi, tpotremmo supporre che la
successione di numeri su cui operare ci sia damagpempio attraverso valori ricavati da un
archivio, oppure raccolti ripetendo la misuraziaheuna grandezza o mediante interviste di
qualche genere
(anche questi pochi e generici esempi dovrebbestatia convincere che la statistica non e
necessariamente legata a quel, per altro piuttostterioso, fenomeno chiamato “casualita”.
Un approfondimento tra la matematica e la filosgi@rebbe svilupparsi da qui: cos’e (o
eventualmente, piu operativamente: come si midaredsualita? Una possibile risposta e basata
proprio sulla possibilitd di compressione losslessg successione € tanto piu casuale quanto
meno “contiene regolaritd” e quindi quanto meno mssere compressa senza perdita di
informazione).

Per lavorare a qualche esempio di sintesi di ssamgisnumeriche, attiviamo un foglio di
calcolo (la tipologia di applicazioni software indta anche con il termine inglese
“spreadsheet”), nel quale supponiamo siano giaeptesdati su cui operare. Potrebbe essere,

per esempio:
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A B [F—— D | E_ |

1 Densita per Numero

FPos Comune Resldenti kmg Famiglie
2 | Roma 1546804 1981.5 10360152
3 2 Milano 1256211 6899.6 588197
4 3| Napol 1004500 B565.7 I3TIRT
5 4 Tonno B65263 66472 394378
a 5|Palermo 6R6T22 43223 233557
[i f Genova 610307 25054 274425
] 7 Bologna 371217 2637.8 17768
2 & Firenze 356118 34774 159724
10 9 Bari 316532 27244 111319
11 10 Catania 313110 1731.0 113594
12 11 Venezia 271073 657.1 116226
13 12 Merona 253208 12254 109786
14 11 Aifascing TRINVA 11031 oATAY

Ma e anche interessante provare a costruire @tifiente la successione su cui poi si
lavorera, a partire da un generatore di numeri aasoel passato cio avrebbe comportato
lanciare monete o dadi; oggi ci si affida a funkisnftware, che implementano algoritmi
“pseudo-casuali”. In un foglio di calcolo, la fortaubasilare per la generazione di numeri
pseudo-casuali é:

=CASUALE()

che ogni volta che viene calcolata produce (senma ctiterio evidente, e quindi,
pragmaticamente, “in modo casuale”) un numero daleimra O e 1

(una nota a proposito di notazione: ci si potrebh@édere la ragione delle parentesi che
seguono il nome della funzione, data I'assenzagtiraenti al loro interno; tale notazione ha lo
scopo di rimuovere la potenziale ambiguita circadtura dell’entita di nome “CASUALE": la
presenza delle parentesi indica che si tratta dppliruna funzione)

(una nota operativa: purtroppo, i homi delle funkidei fogli di calcolo sono tradotti nelle
diverse lingue, con la conseguenza che si usasaevensione inglese dell’applicazione la

formula precedente dovrebbe essere scritta:

=RAND()

dall'inglese “random”, “casuale” appunto. Nel saguiaremo solo riferimento ai nomi e alla
notazione adottata nelle versioni italiane deiifdgtalcolo).
Copiando questa formula nelle celle da Al ad Al6ttséne, per esempio (ogni volta che il

foglio viene ricalcolato, per esempio con il taB&) sono generati valori diversi):
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0.508547543
0.579548151
0.624700013
0.21321217
0.347300124
0.267920488
0.423407166
0.381054148
0.822279559
0_345534??1|.

LYe 0 =T I s U W N Y VR LS

=
-

Poniamoci a questo proposito un problema prelirenansando solo la funzione
CASUALE() e le quattro operazioni, modificare Ididzione del nodo in modo che il numero
decimale prodotto sia contenuto non nell’intervglp 1] ma in un intervallo di estremi [a, b]
generici.

Di fronte a un problema nuovo, e la cui soluziooe ki si presenta rapidamente, & spesso
utile operare secondo il principio “divide et impérdividi il problema in sottoproblemi, da
affrontare separatamente e auspicabilmente piu lsgrdpl problema iniziale; quindi “metti
insieme” i risultati cosi ottenuti. Nel nostro capotremmo prima di tutto prendere in esame |l
problema di produrre un numero per esempio nedfirdllo [0, 2] e dunque in generale
nell'intervallo [0, p], per un certo p>0. Il moddupsemplice (e in questo caso anche il piu
corretto) per convertire un valore in [0, 1] in ualore in [0, p] € di moltiplicarlo per p,

estendendo cosi 'ampiezza dell'intervallo:

p*CASUALE()

Se invece volessimo produrre un valore da un iatenancora di ampiezza 1 ma spostato
rispetto allo 0, per esempio [3, 4], e quindi inngale [q, g+1] per un certo q, allora
evidentemente dovremmo sommare q:

CASUALE()+q

Componendo le due soluzioni, si ottiene percio:

p*CASUALE()+q

Ma noi vogliamo specificare gli estremi dell'intetho [a, b], non i parametri p e g: poiché
I'estremo sinistro dell'intervallo (quando CASUALE@ssume il valore 0) é dato da q e

I'estremo destro (quando CASUALE() assume il valbrela p+q, e quindi:

[a, b] = [q, p+q]
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e quindi:

e percio:
(b—a)*CASUALE()+a
che nel foglio sotto diventa:

(SAB4-$A$2)*CASUALE()+$AS2

Su questa base, possiamo costruire quello cheaiiistgta si chiama un campione, cioé una
successione di valori che si suppongono otteneti¢talmente senza un criterio noto, e quindi

appunto “casualmente”) da un insieme dato, nera@stso numeri nell'intervallo [a, b].

AR ]
a= =2 2.528953221
b= 0.030921883
0.771480664
0.898468242
1.152835185
-0.849963.355
-1.083377307
2.261866433
-0.603657642
1.832628368

B —
LR L=]

Se gli elementi del campione fossero sufficientamenumerosi sarebbe decisamente
appropriato rappresentarli su un grafico (almernaiahe volta € vero che un'immagine vale piu
di mille... numeri), e dovrebbe essere chiaro ahguiesto caso occorre un grafico a linee, e non

per esempio un istogramma, nella figura per un d@amepdi 100 elementi:

: A1#s 3§ s)a7 51 55%9 63 5 74 Bl
4 alE 1 bs WY 37 21 o 49 53 57 61 dp ;
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L’indice da 1 a 100 usato in ascissa nel graficorgiide essere interpretato come se si
riferisse al tempo: in tal caso il campione, chestatistica sarebbe chiamato “serie storica”,
potrebbe rappresentare i valori che una grandeszaan@e appunto al trascorrere del tempo. In
accordo a questa interpretazione, il nostro cangpinon pare granché rappresentativo di
fenomeni reali (fisici, economici, demografici, ..dato che, proprio per come lo abbiamo
generato, ogni suo elemento € non solo casualenatee attenuto indipendentemente dagli altri
(in effetti qualche fenomeno fisico descrivibile gnesto modo c’é, per esempio rumore nelle
trasmissioni radio, la cui ampiezza ha tipicamemendamento “completamente casuale”). E’
per altro molto facile costruire serie storiche @ingece siano piu rappresentative e quindi piu
realistiche. Ecco l'idea:

e scriviamo una costante, per esempio 10, nella pceia, diciamo Al;

e scriviamo la formula:

=A1+CASUALE()-0,5
nella cella A2;

» copiamo questa formula nelle celle successive, iwdanche in A3 compaia
=A2+CASUALE()-0,5 e cosi via.
Si ottiene cosi quello che si chiama un “camminsuate” (a volte si usa direttamente |l

termine inglese, “random walk™), per esempio:

3 7T 1115192327 3135304347 515559 6367 71 7579 83 87 91 9599
1 5 9 1317212529 3337 41 4545 53 57 61 6569 73 77 81 8589 93 97

(in questo caso si potrebbe lavorare per compieraworo di traduzione non dall'italiano al
matematichese, ma viceversa: data la formula ewtssil grafico, si potrebbe chiedere: cosa
stiamo descrivendo? E quindi: cosa significa quistaula? E quindi, appunto: come la si puo
“tradurre in italiano”? Tra le varie, una possibilsposta potrebbe essere: si tratta del moto
unidimensionale di un punto materiale sottopostorae che in ogni istante lo spostano in

modo casuale, cioé di quello che si chiama “momapiano”. La posizione in ogni istante,
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dipende infatti dalla posizione allistante precete modificata da un termine additivo
casuale).

Seconda parte: sintesi

Ci poniamo finalmente il problema: indipendentereedd come sia stato ottenuto, come
possiamo sintetizzare il campione?

La sintesi massima si ottiene prendendo in consrileme del campione solo il numero dei

suoi elementi, calcolato mediante la funzione COKKIA

CONTA(C1:C10)

dato che C1:C10 e appunto I'insieme delle celleadrgiene il campione.
Si puo poi fare di meglio, sfruttando la possibilithe i fogli di calcolo offrono di attribuire

un nome a insiemi di celle. Se chiamiamo:

campione— C1:C10

possiamo scrivere, in modo equivalente:

CONTA(campione)

(questa forma mostra che attraverso I'attribuzidnen nome un insieme di celle pud essere
considerato come una variabile: una singola callaecuna variabile scalare, e un insieme di
piu celle come un vettore. Ne possiamo otteneie,|'&dtro, un significato, semplice da
comprendere e comunque in pratica corretto, detettm di variabile: una variabile € un
contenitore per valori identificato univocamente wWla nome. Si noti inoltre come l'uso dei
nomi delle variabili nelle formule segua la conviene abituale circa I'impiego delle virgolette
per stabilire se il riferimento sia all’entita idditcata dal nome o al nhome in quanto tale.

Confrontiamo queste due frasi pronunciate:
<Luca sta arrivando>

<Luca e un sostantivo maschile>

La prima fa riferimento a una persona di nome Lucantre nella seconda si tratta proprio

del nome “Luca”, e infatti la forma scritta coreett:

BN

<“Luca” e un sostantivo maschile>

La stessa cosa si applica (generalmente) nelliimdtica, e comunque in particolare nei fogli

di calcolo)
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(si noti che, purtroppo, i fogli di calcolo non @mtono perdo di usare l'usuale notazione
vettoriale, vettore[indice], per identificare i goli elementi del vettore).

Quali dati sintetici pit interessanti potremmo oé&ee? Per esempio il valore minimo e
guello massimo della successione. Lavoriamo urapohe su questi. Prima di tutto, se il nostro
sistema di calcolo non fosse gia in grado di caleoll minimo tra due numeri, come potremmo
descrivere le istruzioni da eseguire?

sea<b
allora il minimo € a
altrimenti
il minimo € b
Corretto?
Il linguaggio dei fogli di calcolo contiene la fubne:

SE(condizione; valore_se_vero; valore_se_falso)

e quindi la traduzione & semplice:

SE(a<b; a; b)

D’altra parte le funzioni MAX e MIN sono gia disgbili, e quindi possiamo usarle
direttamente. Notiamo, poi, che vogliamo trovarezdlore minimo non di due ma di tanti
numeri, quelli contenuti nella successione x. Quelsinzioni operano sia su coppie di
argomenti, per esempio MIN(C1,C2) trova il minimei g@rimi due elementi del campione, sia

su interi insiemi, e possiamo percio scrivere sia:

MIN(C1:C10)

sia, in modo equivalente, come abbiamo visto:

MIN(campione)

Possiamo cosi sintetizzare la successione mediate minimo e il suo massimo, e anche,
facendo “la sintesi della sintesi”, con la diffezardei due, che indica 'ampiezza dell'intervallo

dei valori (quello che in inglese si chiama “range”
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Al B | c ] D [ E ]
a= 3 -1.54473129 numero= 10
b= 3-1.516790921 minimo= -1.914

-1.351310946 massimo= 1.468
-1.454680572 amp intervallo= 3.3821
| 1.343729114
-0.417638734
-1.914161668
1.467974362
-0.935521427
| -0.330204359

Tutti questi (numero degli elementi, valori minimanassimo, ampiezza dell'intervallo dei
valori) sono esempi, molto semplici, di statistichee possiamo identicamente riapplicare per
esempio al campione dei valori delle densita diaai per chilometro quadrato delle piu

popolose citta italiane:

| G | H | I | J |
Roma 1981.5 NUMEers= 60
Milano HE99.6 minimo= 206.2
MNapoli 8565.7 massimo= 8363.7
Torino 6647.2 amp intervallo= 8350.5
Palermo 43223
Genova 25054
Bologna 2637.8
Firenze 34774
Bari 272440
Catania [731.0
\Venezia 657.1
Werona 12254
Messina 1193.1
Trieste 2400 5

L W PR ba B T VA

Ne emerge una grande differenza tra la densitanmaii la massima: oltre 40 volte!
Potremmo allora chiederci come sono distribuitaliovi di densita delle 60 citta considerate
nell'intervallo dei valori di densita possibili, s#oe per esempio ci sono molte cittd ad alta
densita, o viceversa, 0 ancora se la maggior mhefle cittd ha una densita intermedia. Lo
strumento per rispondere a questa domanda e appoatdistribuzione di frequenze: occorre:
» dividere l'insieme dei valori possibili, chiamaténsieme supporto”, in opportuni
sottoinsiemi, dette “categorie”;
» contare quindi elementi del campione sono inclugigni categoria.

Una distribuzione cosi ottenuta puo essere infisealizzata mediante un istogramma.
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Dato che questa operazione € piuttosto complessaatiazare con un foglio elettronico,
cominciamo ad affrontare una sua versione semgidjmel caso in cui le categorie coincidano
con gli elementi dell'insieme supporto. A questopwsito, torniamo all’esempio precedente del
campione generato mediante la funzione CASUALE§)cando di modificarlo in modo che
soddisfi questa condizione. La soluzione piu sereptionsiste nel convertire i numeri decimali
del campione in numeri interi, cosi che le categaiano poi (in riferimento all’esempio
presentato nella figura) -2, -1, ...

A questo scopo i fogli di calcolo mettono a dispimsie la funzione INT(X), che restituisce |l
numero a cui & applicata arrotondato all'interaeiifre (e quindi non il numero senza la sua
parte decimale: si verifichi la differenza nel casd numeri negativi!)

Si potrebbe inserire qui una variante: come su$ando solo la funzione INT(X) e le quattro
operazioni, ad arrotondare all'intero piu vicinweae che all’intero inferiore? La logica della
risposta é: se la parte decimale di x e nell'iraostra 0 e 0,5, INT(X) opera gia correttamente;
altrimenti il valore da restituire € INT(x+1). Pettenere questo comportamento, occorre

calcolare la parte decimale di x. Chi trova com@8iNaturalmente:

X—INT(X)

Allora, usando la funzione SE presentata soprsgliazione é:

SE(x=INT(x)<=0,5;INT(x);INT(x+1))
(in assenza del simbole sulla tastiera dei calcolatori, si usa generalment con lo stesso
significato). Una volta compresa questa logicausi individuare una soluzione piu diretta:
INT(0,5+x)
(incidentalmente, i fogli di calcolo mettono a disgzione la funzione ARROTONDA proprio
con questo scopo:
ARROTONDA(x;0)

in cui il secondo argomento indica il numero diidedi da mantenere).
Piu complesso € il problema generale: arrotondaneumero x non all’intero piu vicino, ma
al multiplo piu vicino di un numero y dato. Con po di riflessione si puo trovare la soluzione,

che appunto non € altro che una generalizzazidle mtecedente:

INT((y/2+x)ly)*y

Come si vede, si tratta di una soluzione gia ptittgofisticata
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(anche in questo caso esiste una funzione preZefiARROTONDA.MULTIPLO. Questo

consente di porre un problema didattico: in sitolazicome queste, in cui & possibile sia

“lavorare con mattoni elementari” per costruire gpluzione sia “sfruttare prefabbricati”, quale

opzione adottare? Si presenta evidentemente urteappnosizione di obiettivi: il lavoro “con

mattoni” consente di comprendere meglio la logicei@ che si sta facendo, ma allunga i tempi

necessari per raggiungere I'obiettivo; al contrdriavoro “con prefabbricati”).

Predisponiamo dunque il foglio in modo da includdreampione a valori arrotondati

(chiamiamolo “campione2”: nella figura € in coloribpe lo schema della distribuzione:

Al B | C | o JE] F | & |
1 a= =2 -1.7109191 -2 categorie frequenze
2 b= 3| -0.467476654 -1 -2
3 -0.357908682 -1 -1
4 0.722046946 0 0
5 -1.025095403 -2 1
6 2.13287438 2 2
7 1.26861484 1
8 1.410491161 1
9 -0.845241833 -1
10 2701147075 2

Si tratta ora, per ogni categoria, di contare gualeimenti del campione modificato hanno

valore uguale alla categoria stessa. Al propositogii di calcolo mettono a disposizione la

funzione:

che applicata per esempio nella cella G2 delladigliventa:

CONTA.SE(x;criterio)

CONTA.SE(campione2;F2)

Ecco il risultato, anche nella forma di istogramma:

A |

B | C

| D

| E [ G |

(V=0 L= R = [ N TR TN P

| —
(=

-
(]

-
S

-
(0]

-
=3

a=
b=

-2 -1.11660:3469
& 2.368752888
-0.7700522786
-1.777487742
-0.850856633
0.988227324
-1.653422632
1.348797171
2.501901169
0.120231833

categorie frequenze
-2

-1

0

1

2

P = p2 P20

—1

frequenze

0.5

0

2 -1 (1] 1 2

categorie
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Un po’ piu interessante € la stessa distribuzi@neadcolata su un campione piu numeroso,
per esempio di 1000 elementi:

A B c [ o J[EeE[ F [ 6 ] H [ I J —
1 a= -2 0.108676282 0 categorie frequenze 250
2 | b=l 3 0.546367866 0 -2 199
3 -1.329782936 -2 -1 201
4 -1.583464414 -2 0 189 200
5 -1.927138872 -2 1 196
6 0.467432816 0 2 215 o 130
7 1.314002852 1 =
8 0501114332 0 -
9 -0.80395937 -1 £
10 1.404934695 1
11 0319791933 -1 50
12 -0.679725798 -1
13 0.937478833 0 o
14 2.087745215 2 5 1 o ; 3
15 -0.0684756815 -1 categorie
18 4 andata4RTY 3

Si vede che la distribuzione generata dalla furei@ASUALE() € approssimativamente
uniforme, cioe le frequenze delle varie categavi@osapprossimativamente le stesse.

La stessa logica si pud applicare al campione dddlesita di abitanti per chilometro
quadrato delle citta italiane, a meno di arrotoadappropriatamente i valori del campione
(abbiamo discusso sopra come fare), per esempiogéinio (con la conseguenza quindi che i

valori minori di 500 sono inclusi nella categorja Bcco il risultato:

A [ 8 [ € [ o[ e [ r [ H
| 1 |Roma 1981.3 2000 calegorie  frequenze 0
| 2 |milano _ 6899.6 7000 _ 0 16 "
| 3 |Napoli 85657 9000 1000 19
[ 2 |Torino 66472 7000 2000 12 s
| 5 |Palermo | 43223 4000 | 3000 7 Lo
| 6 |Genova 25054 3000 4000 2
| 7 |Bologna 26378 3000 5000 o Ey
| 8 |Firenze 34774 3000 6000 a2,
| 9 |Bari 27240 3000 7000 3 B
| 10 |catania | 1731.0 2000 _ 8000 0 8
| 11 |venezia 657.1 1000 9000 1 4
| 12 |verona 12254 1000 2 I
| 13 |Messina | 1931 1000 | | 0 . ||
| 14 |Trieste 2499.5 2000 0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 8000 9000
15 |Padova 22065 2000 ki
1A [Tarantn 97R0Q Annn

| passi successivi potrebbero essere di lavorgpeoposito delle statistiche di posizione,
mediana e media, sulle statistiche di dispersipeegentili e varianza / deviazione standard, e

quindi finalmente sulle statistiche di correlazi@uecampioni bi- o multi-variati.
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Appendici

Queste Appendici introducono ad alcuni aspettipoprativi sia concettuali, di STGraph, il
sistema software impiegato nelle prime quattrovitdtidi didattica laboratoriale presentate
sopra.

STGraph e un sistema open source e la sua licemzate il suo utilizzo libero per attivita

no profit come quelle che tipicamente una scuoteepbe farne.

Una breve introduzione operativa a STGraph

STGraph e un sistema software per creare, modifiest eseguire modelli di sistemi
dinamici descritti secondo I'approccio agli statlld Teoria dei Sistemi. Un modello in
STGraph e un grafo, i cui nodi e frecce rappresentgpettivamente variabili e relazioni di
dipendenza funzionale tra variabili.

STGraph consente di costruire i grafi con le tdwmicisuali dei programmi a interfaccia
grafica interattiva. Come € abituale, lo stessaoltaso pud essere ottenuto generalmente con
tecniche diverse (selezione di una voce di menlezieme di un’icona nella barra degli
strumenti, menu contestuale aperto con click dslotali destra del mouse, scorciatoia di

tastiera). In questa Introduzione, si fa riferincealle voci di menu in versione italiana.

Prima di cominciare

STGraph e un’applicazione scritta in Java, chegas&re eseguita su calcolatori con sistema
operativo MSWindows, Apple MacOS o Linux. E’ solecessario che sia installata una Java
virtual machine (JRE o JVM), versione 15 o0 sudeess (scaricabile da
http://java.com/download).

La versione piu recente di STGraph e della suardeatazione & scaricabile liberamente

all'indirizzo:

http://cetic.liuc.it/stgraph

Una volta che il file zip scaricato & stato decoespo, si attiva I'applicazione eseguendo
stgraph.bat o stgraph.exe, se in ambiente MSWindowstgraph.sh, se in ambiente Apple
MacOS o Linux.

61



Lorella Carimali, Luca Mari

Per cominciare

All'apertura di STGraph viene visualizzata una $itma vuota:

. —
STGraph build 19.2.11 1

File Edit Insert Library Tools Anahwze Execute Help

*SEHEP oFt r [ B —smgl

E’ possibile modificare la lingua dei testi delténfaccia utente, se in inglese o in italiano,
dal menu [Tools | Preferences...] (in italiano [ Strunenti |
Confi gurazi one. . .]), riavviando quindi 'applicazione.

Per creare un nuovo modello, selezionigmiol e | Crea Nuovo Moddel | 0] . Questo

e il risultato:

Eile Modifica Inserisci Libreria Strumenti Analizza Esegui Help

Sl © Q= F B e T e e
SSEIA © 0= T |x EOE ~# 193 4 3
e

delsy 100,_j steps 1,_j

Un modello vuoto, che si presenta come un foglimteué stato cosi creato.
Introduciamo due nodi conl nserisci | Inserisci Nodo Variabil e], che si

possono spostare e ridimensionare nel foglio carstali tecniche.
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STGraph build 19.2.11 ]
File Modifica Inserisci Libreria Sfrumenti Analiza Esegui Help
| = R 5 =T IE: — Ao
er“l,r]ju Q O:=" : T k£ 1= JL' | JE Aty
(“*=<nuovo>
) nodo1 1
R o
.
\
}nuuoz H
‘
‘
\
delay 100 steps 1 nodel: espressione nen definita |

Si noti:

» il contorno tratteggiato dei nodi: significa chennsono stati ancora completamente
definiti, oppure che le equazioni con cui sonai stefiniti contengono degli errori;

» la barra di stato, in giallo, in fondo a destralandinestra: indica il nome del primo
nodo la cui definizione & errata, insieme con umevéd descrizione dell’errore;
facendo click sulla barra viene selezionato edenadto il nodo in questione;

* i pulsanti all'estrema destra della barra deglursienti, disattivi (corrispondenti alle
voci del menuEsegui): si tratta dei pulsanti che consentono di cotsrel
I'esecuzione della simulazione sul modello, che @oper ora possibile appunto a
causa della definizione non ancora completa.

Si noti inoltre che nel profilo dei due nodi & mete una freccia entrante: e I'indicazione che
al momento sono nodi di input, cioé corrispondantariabili esogene al modello.
Portando il cursore del mouse sul centro del neddol, con un’azione di trascinamento

fino anodo2, creiamo una freccia:

che rimane connessa ai nodi se questi vengonoaspost
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A
’ *
¥ L]
L)
: nodo2
i
¥
- - //‘7‘“ F
* ‘-n. p‘
nodol 1 =
r

e la cui forma pud essere modificata aggiungendoefentualmente poi eliminando) punti di
controllo facendo click con il tastoai usc premuto:

In ogni istante, il programma controlla che il gradia corretto, e in particolare vieta
l'introduzione di frecce parallele con lo stessaseee di frecce da un nodo a se stesso. |l
programma stabilisce anche in modo automatico lmdodei nodi: come vedremo, I'ellisse
corrisponde a variabili algebriche.

Facendo un doppio click su ogni nodo, si apre unesfra che consente di assegnare o
modificare le proprieta del nodo stesso:

cambiamo il nome del primo nodo, deodol atasso (si noti che STGraph
distingue maiuscole da minuscole, e quindi per egetrasso e diverso ddasso)

e assegniam@. 1 come valore (si noti che anche con interfaccigaiiano STGraph
mantiene la notazione numerica anglosassone, guisdi il punto come separatore

decimale); cosi si presenta dunque la finestra gethprieta per il primo nodo:

Modifica le proprieta del nodo selezionato* i

| Base | Avanzate | Custom |

Nome: |tasso Tipo: | Algebrico -

[ output? [] memorizza la serie se vettore? [] globale?

Walore: [ 9

Variabili disponibili ‘ Operatori v|

[ loc [ glo [¥] sis |=+¥ -
xy
by
=y

time =
index
wTime -

[« ok ][ & applica | | @ annulla || [Riduci]
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» cambiamo ora il nome del secondo nodonddo2 aquant it a (si noti che i nomi
dei nodi, e quindi delle variabili associate, segude usuali convenzioni, e quindi
devono cominciare con un carattere alfabetico e possono contenere caratteri
speciali, spazio, lettere accentate, ...), il tipd wedo da “algebrico” a “stato”, e
assegniamd 0 come stato iniziale €hi s+t hi s*t asso come transizione di stato
(nel linguaggio di STGraplt, hi s significa “il mio valore attuale” per un nodo di
stato, e quindi questa espressione calcola il nstat® come I'attuale sommato a se
stesso moltiplicato per il valore tliasso); attiviamo anche I'opzione “output?”; cosi

si presenta dunque la finestra delle proprietélpecondo nodo:

Modifica le proprieta del nodo selezionato* :

| Base | Avanzate | Custom

Nome: |quant|ta Tipo: | Stato -

[v] output? [ memoriza la serie se vettore? [ ] globale?

Stato iniziale ”J.O |

Transizione [t his+this*tasso
di stato

Variabili disponibili ‘ Operatori -

¥ loc [¥glo [¥] sis |=+¥ -
xy
by
= | =ty ~

tasso -
time

I o OK | | «# Applica ‘ ‘ @ annulla | | [Riduci]

e questo ¢ il grafo che si ottiene:

Il profilo del nodi & ora continuo, a indicare akesi sono stati definiti correttamente. Inoltre,
la forma dei nodi € cambiattasso & un rombo, a indicare che & una costaneiant i t a e
un rettangolo, a indicare che un nodo di stato.flegcia uscente nel profilo del nodo
quant i t a evidenzia che esso é stato dichiarato di outpquirdi sara osservabile da oggetti
esterni.

Proprio allo scopo di rendere osservabile I'andamestei valori di questa variabile,
introduciamo ora due di questi oggetti, una tabgllanseri sci | Inserisci Tabella

conme Qggetto di Qutput], e un grafico[] I nserisci | Inserisci Gafico
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cone (Oggetto di Qutput], e modifichiamo le loro proprieta facendo dopgickcsulle
loro immagini, per ora vuote:
* nel caso della tabella, scegliamo per esempio slializzare le serie di valori di
vTi me (la variabile di sistema che contiene i vettorl ¢empo simulato) e di
quant i ta (si noti che il riferimento auantita compare perché per tale nodo
avevamo attivato l'opzione “output?”), lasciando repututte le opzioni di
visualizzazione con i loro valori di default; cagipresenta dunque la finestra delle
proprieta per la tabella:

Modifica le proprieta dell'oggetto selezionato :

Elenco delle serie: | yTime
=~ _ Formato [ysx0 0422 ||

v Allineamento: | gastra w
Canc
Variabili disponibili:
I Aggiungi all'elenco Dimensione dei caratteri: [1p
vindex
wTime [¥] larghezza delle colonne automatica?

7] solo il valore attuale?

@ Annulla

» nel caso del grafico, scegliamo di visualizzaredde di valori divTi ne in ascissa e
di quanti ta in ordinata, anche in questo caso lasciando irvdiodefault per le

opzioni di visualizzazione; cosi si presenta duniguénestra delle proprieta per il
grafico:

Modifica le proprieta dell'oggetto selezionato

Titolo del grafico: |

Elenco delle serie:
,A— Stile: | Punti piccoli - Colore: |rosso ﬂ
- [v¥] Traccia [l Barre
Canc [ Sele l'ultime punto [_] Evidenzia l'ultimo punto
Variabili disponibili X: Variabili disponibili v:
I‘ Aggiungi all'elenco: quantita Asse X |asse e < [ Scala log
vindex g
Seala [ auto Min: [0.0 Step: [0.2 Max: [L.0
Legenda: [¥] Auto I
Asse Y |assa e griglia « [[] Scala log
Seala [ auto Min: [0.0 Step: [0.2 Max: [L.0
Legenda: [v] Auto I
[C] Assi X-¥ isometrici

@ Annulla
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Il modello pud essere ora simulato, scegliehfisegui | Esegui Si nmul azi one], o

in modo interattivo con le voci corrispondenti dedktesso menu. Questo é il risultato:

STGraph build 1.3.11 —Aax

File Maodifica Inserisci Strumenti Analiza Esegui Help

A © 0F * Tt ~F QOO0
l esempio
tempo gquantita
tempo quantita
0.0 oo
0 14|l =
2.0 i
Q 133 a0
guantita 0 14,84
25932 0 51051 =5
6.0 7.7156 e
7.0 saa7z|l |2
20 1azsell |§ ®2-
[=Xa] 35705 = o
10.0 50374
o
120
00
ol 20 &0 an i
tampa

delay lUDl% steps 1}%

La prima colonna della tabella mostra che la sizialee e stata calcolata sui valori di
default del tempo, d8 a10 con passd. Possiamo modificare tali valori dalla finestrdlee
proprieta globali del modellof Modi fica | Mdifica |la Definizione del
Model | o] (o anche facendo doppio click sullo sfondo delkgipa), per esempio per
assegnar&0 come tempo finale 2 come passo. Cosi si presenta la finestra delleripta per

il modello:

Modifica le proprieta del modello

] Nome del modello: |

Descrizione:

Mome dell'unitad di tempo: |

Schema di tempo:  ® Standard () Istantaneo ) Finestra () Gioco

b Istante iniziale: '00—
| Istante finale: 'W
T Intervallo di tempo: '20—
Ritardo di simulazione [millisecondi]: ,].007
Passi prima della pausa/refresh: '1—
Passi dell'esecuzione batch: 'l—

Metode di integrazione: | Eulero =

In caso di errore in esecuzione: |interromp\ e segnala I'errore »

[ Gestisce le interruzioni?

[C] Memarizza i dati della simulazione?
Valore iniziale degli indici: @0 (1

[C] Per web?

@ annulla

L

e questo € il risultato della nuova simulazione:
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STGraph build 1.3.11

File Modifica Inserisci Strumenti Analizza Esegui Help

O 1 %) = (i = P |
=HHA © 05 T k% ~3 Q00O
![ *esempio |
tempo quantita _ I
tempo quantita
] TEEAT) o
0.0 61051 —l | — =
20 77156
40 94272 100 -
quartita 80 214350 w0 -
2.0 235705 |88
| Eali)
i 200 250374188

00

d e a
240  31.3543[88 |5 ©°
26.0] 345227 |4 = 0
Mo wEl |
A i Bt
20| 450407 |08 =
4.0 50.5447 a8
5.0 555002 00
380 B1.1501 |4 v 10 Ea B s 3
400 57.275 i lampa

500  1083471| ™

delay 100}% steps 1}%

Una breve introduzione concettuale a STGraph

STGraph & un sistema software per creare, modifieal eseguire modelli di sistemi
dinamici. E’ stato progettato in modo che i vinatéi soddisfare nella costruzione dei modelli
corrispondano fedelmente al cosiddetto approcdictadi della Teoria dei Sistemi.

Un modello in STGraph é descritto come un insielneadabili, il valore di ognuna delle
quali puo dipendere dal tempo e dal valore di agtia variabile del modello stesso. Le
variabili condividono una stessa base dei tempattsrizzata da:

* istante iniziale della simulazione (variabile ditemat i ne0);

 istante finale della simulazione (variabile disisat i nel);

* passo temporale della simulazione (variabile desist i neD).

Le variabili sono dunque calcolate in modo sincramdunzione della variabile di sistema
ti me, che assume i valori me0, ti meO+ti meD, ti me0+2*ti nmeD, ...

Il valore di ogni variabile viene calcolato secoridgiche diverse, in funzione del tipo della
variabile stessa.

* Una variabile algebrica ha un valore determinat@etrso la sua funzione di output,
che puo consistere in un valore costante (come212} oppure in un’espressione
dipendente esplicitamente dal tempo (come time/t2)ia altre variabili (come x+y se
X e y sono variabili definite nel modello: I'eveata dipendenza dal tempo di tali
variabili rimane implicita).

La funzione di output e calcolata sincronicamentd: punto di vista del modello, il
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valore della variabile & calcolato nello stessarigt di tempo simulato in cui sono

calcolati i valori delle variabili da cui dipende;funzione di output & dunque in effetti

un’equazione algebrica.

Dal punto di vista della Teoria dei Sistemi, unaafaile algebrica puo essere dunque
intesa come il piu semplice sistema combinatorgscdtto da una funzione input

output:

nu-—Y y(t) =n(u(t)

* Una variabile di stato ha un valore determinatoaaérso le sue funzioni di stato
iniziale e di transizione di stato, secondo la segellogica:

o nellistante iniziale della simulazione, in cuivblore diti ne €ti ne0,
vengono calcolate sia la funzione di stato iniziald suo valore € assegnato
come stato iniziale, sia la funzione di transizi@hestato, e il suo valore é
assegnato come stato successivo (cioé per listarti il valore dit i me e
ti meO+ti meD);

0 in ogni istante successivo, lo stato attuale éroéteto dal valore della
funzione di transizione di stato calcolato all'iga precedente, e la funzione
di transizione di stato e ricalcolata per determ@nd stato successivo,
possibilmente anche in funzione dello stato attualdicato con la variabile
di sistemd hi s;

0 in ogni istante, il valore della variabile coinciden lo stato della variabile

stessa in quell'istante.

La funzione di transizione di stato e calcolatacdiaicamente: dal punto di vista del
modello, lo stato e calcolato per I'istante di tengimulato successivo a quelli in cui
sono calcolati i valori delle variabili da cui dipge; la funzione di transizione di stato
e dunque in effetti un’equazione alle differenze.

Dal punto di vista della Teoria dei Sistemi, unaiatzile di stato puo essere dunque
intesa come il piu semplice sistema sequenzials¢rif®® da una funzione inpuwt

stato— stato:
¢:UxX—X x(t) = ¢(u(t), x(1)

n:X—-Y y(t) =x(t)

* Una variabile di stato con output ha un comportédmemalogo a una variabile di

stato, con la differenza che il suo valore non cidie con lo stato ma e determinato da
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una funzione di output.
Dal punto di vista della Teoria dei Sistemi, unaafzile di stato con output & dunque

descritta da una coppia di funzioni inpustato— stato e inpuk stato— output:

¢:UxX—X X(t) = ¢ (u(t), x(1))

n:UxX—Y y(®) = n(u(), x(t))
Qualche semplice esempio pud essere utile per madtieevidenza le caratteristiche del
comportamento delle variabili in STGraph (indich@mon x-i nit, x-trans, e x-out
rispettivamente le funzioni di stato iniziale, ts@ione di stato e output della variabilg

x algebrica:

X-out < sin(y) x calcola il seno della variabile y

x algebrica:

X-out«— exp(time)  x calcola I'esponenziale della variahiisistema time

x di stato:

X-init «— 0
X-trans« this+1 x calcola la successione 0, 1, 2, ...

x di stato:

X-init «— u
X-trans« this X mantiene il valore assegnato all'istanigiale

x di stato:

X-init < 0
X-trans<— u x assume il valore ricevuto in input all'istagrecedente

x di stato con output:

X-init « ...
X-trans— u
x-out < (u-this)/timeD x calcola la derivata discreta dedliccessione u

x di stato:

X-init « ...
x-trans« this+u*timeD x calcola I'integrale discreto deflaccessione u
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Una breve introduzione a STEL (STGraph Expression Bnguage)

Premessa

STEL (STGraph Expression Language) @édimain-specific languageon cui &

definita la componente quantitativa dei modellsdiGraph.
Modelli  Un modello in STGraph & descritto qualitativamesame un grafo orientato, in ct
Sgﬂ“;bﬁiraf'nodi sono variabili (0, come caso partare, costanti) e le cui frecce descriv
come nod-;elazioni di dipendenza funzionale.
frecce
come

relazioni di
dipendenzi
funzionale

Una freccia dal nod® al nodo y specifica chg dipende funzionalmente da

La forma analitica di tale dipendenza é scritta eam’'espressione in STEL.
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Le finestre di configurazione dei nodi della Figpracedente.
Il contenuto corrisponde alle assegnazioail; y«—x+1.

Il fatto che STGraph ammetta tre tipi di nodi (d&lgei, di stato, di stato con outp
non ha conseguenze, e quindi si trattera qui gearagnte despressioni in STEIche
nei casi specifici potrebbero essere espressiomispondenti a una funzione
output, a uno stato iniziale, o a una funzioneafdgizione di stato locale.

Le caratteristiche principali di STEL in sintesi
LinguaggicSTEL & un linguaggio funzionale puro (dunque non Eo@ ‘“istruzioni” ne
funzionale «comandi”, ma appunto solo funzioni), ed & basaibigotesi che le uniche relazic
ammesse tra variabili sono quelle descritte medi@nfrecce del grafo (nell'esem;
delle Figure precedenti, la funzione che defingdeclude un riferimento &, ma il
viceversa non potrebbe essere data I'assenza diaotéa day ax).
Assenza dPer rendere I'ambiente di esecuzione perfettamenteine da effetti collateralside
E‘r:‘;fc')‘r’]:“d{ effec), STEL non include alcuna funzione per I'assegmaeidi valore a variabili (n
assegnazia/edi sotto a proposito di sottoespressioni): ilovaldi una variabile € sempre e ¢
ne di valor@ssegnato mediante l'espressioassociata al nodo corrispondente alla var
avariabili stessa. In questo modo, ogni nodo del grafo camde a un micrambient

71



Lorella Carimali, Luca Mari

computazionale, aperto in input solo attraversdréece in ingresso al nodo e
output solo attraverso il valore prodotto dallanatione dell’espressione.

Scope dellCio definisce lo scope di default delle variabitignuna delle quali pud ess

variabili - comunque resa visibile globalmente al grafo (STGrastisce anche mod
strutturati in sottomodelli, corrispondemtigrafi in cui uno o pit nodi sono assor
non a variabili ma ad altri grafi: lo scope rimas@mpre a livello di sottomodello
ogni supermodello interagisce con i suoi sottormodelo attraverso le variabili
input e di output dei sottomodelli stessiutte e sole le variabili senza frecce ent
sono di input; ogni variabile puo essere dichiadaiautput).

Ordine di |’ordine di valutazione delle espressioni nei déremodi € inferito da STGraph

‘éi‘lfetaz'on‘base alla topolgia del grafo: questo fa si che, in linea di gpitg sia ammessa

variabiii  Valutazione parallela di nodi non reciprocamenperdenti (in presenza di variabil
stato, un grafo puo contenere anche loop).

SO
S

Grafo in cui le variabily 1 ey 2 potrebbero essere valutate in parallelo.

Variabili diDato il suo dominio applicativo e per ragioni divg#icita, le variabili in STEL hanr
ESOU”'CO tutte un unico e implicito (dunque non dichiaratpp di base, numero, che in bas
contesto e interpretato cermmumero intero, numero decimale, o costante lo§
numeri strettamente positivi sono associati allstanate ‘vero’).
Variabili - Le variabili in STEL sono tutte di un unico tipaudturato, array, che include co
COme arraysasi particolari scalarivettori, matrici, e che ammette anche strutturesagali di
dimensione superiore. Gli array sono dinamici, e devono essere predefiniti.
Funzioni STEL e dotato di un insieme di funzioni predefiniserittein Java come STGray
grfeu‘:]ezfi'gr':ie(alcune di queste scritte nell'usuale notazioneratpeiale infissa), e di una funzic
definite ~ PET la definizione in STEL di nuove funzioni, anagh€orma ricorsiva, sia in nodi
dall'utente Un grafo (in tal caso lo scope € il grafo stessm)rsfile XML esterni (in tal caso
funzioni sono utilizzabili da qualsiasi grafo).
Polimor- | e funzioni predefinite sono generalmente polimai$petto alla dimensione di ari
;'SmF’ PEr dei loro argomenti. Nel caso di funzioni aangomento, cid corrisponde, per esen
uunnZ'om % al fatto che la funzioneqrt ( x) ha il seguente comportamento (in questi eseripi *

argomento€ il simbolo metalinguistico per ‘ha valore’):
sex=4 allorasqgrt ( x) =2
sex=[ 4, 9] allorasqgrt (x)=[ 2, 3]
sex=[[4,9],[16, 25]] allorasqrt (x)=[[2,3],[4, 5]]

e cosi via.
Polimor-  Nel caso di funzioni a due argomenti, il polimonfis € garantito in tutti i casi in cui

fismo per a|ytazione sia ammessa. Per esempio:
funzioni a

due
argomenti sex=1 ey=2 allorax+y=3
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Loop
temporali

sex=1 ey=[ 1: 3] allorax+y=[ 2, 3, 4]
sex=[[1,2],[3,4]] ey=[5, 6] allorax+y=[[6, 7],[9, 10]]

dove quest’ultimo caso é da intendere come:

5 L=l 4

cosa che mostra che i vettori sono interpretatiecgattori colonna, che gli array a
dimensioni sono linearizzati in modo dentenere come ultima dimensione quell:
innestata, e che, quando si applica, & sull'ultidi@ensione degli array che
funzioni operano.

Non includendo istruzioni, STEL non ha struttureaintrollo tradizionali.

E invece  dotato  di una  funzione condizionale  generalizza
if(Cy, Vi, ..., Cn Vi, Vine1), @ Numero dispare3 di argomenti e tale che

argomenti in posizione dispari salvo I'ultimo sarandizionic; e gli altri sono valo
v;: la prima condizione vera seleziona il valore ildnaeamentesuccessivo, e se tu
le condizioni sono false & selezionato I'ultimooral. Per esempio:

sex=i f (1, 2, 3) allorax=2
dato che tale funzione corrisponde alla struttin@odtrollo in Java:

(1) {
X=2;
} else {
x=3;
}

ma anche:
sex=i f (0, 2,0, 3, 4) allorax=4
che infatti corrisponde a:

if(0) {
X=2;

} else if(0){
X=3;

} else {
x=4;

}

e anche, in modo polimorfo:
if([21,0],2, 3)=[2,3]

Nei modelli di STGraph non e generalmente necessatiodurre in modo esplici
dei loop. Cio e principalnmge dovuto al fatto che nel corso della simulazibtempc
viene incrementato a passi discreti e quindi ceeadndizioni perché, in linea
principio, I'espressione di ogni variabile sia uata in loop (in particolare ne
funzione di transizioneidtato locale di un nodo di stato, per esempi@spressior
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come:
thi s+1

— dovet hi s denota lo stato attuale ircrementa di 1 lo stato a ogni istante ¢
simulazione).
Per il caso in cui sia necessario operare in ldogragnicamente sugli elementi dn
array x (dunque con un loop “spaziale” invece che temgdrase la funzior
/operatord da applicare € a due argomenti (come si € vistiéni a un argomen
sono applicabili direttamente agli array) STEL dise di metasperatori che iterat
la valutazione della funzione sull'array secondgidbe diverse:

« l'espressiond / x, dove /' denota il meta-operatoreduction corrisponde

nel casax sia un vettore, allo scalafé f (x[ 0], x[1]),x[2])...; pel

esempio:

+[1:4] =((1+2) +3) +4

« l'espressiond \ x, dove \ ' denota il meta-operatorgcan corrisponde, n

caso X sia un vettore, al vettc
[x[O], f(x[O],x[1]),f(f(x[O],x[1]),x[2]),...]; pel
esempio:

H[1:3]7[1, 1+2, (1+2) +3]

e - Jl'espressionef|x, dove |’ denota il meta-operatorepairscan
corrisponde, nel caso X sia un vettore, al vettc
[F(x[O], x[1]), F(x[1],x[2]),f(x[2],x[3]),...1; pel
esempio:

+ [1: 4] =[ 1+2, 2+3, 3+4]

Se applicati a matrici o array di dimensione supetiquesti metaperatori valutar
la funzionef lungo l'ultima dimensione. Per esempio:

+/[[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]]=[ 1+2+3, 4+5+6, 7+8+9]

Loop  Loop spaziali su array possono essere computati pit in generale mediameta-
spaziall - fnzionei ter (x, e, z), in cuie & lespressione da valutare iterativamente
elementi (dell'ultima dimensione) dk e z & lo “zero” di tale espressione.
valutazione é ripetuta per un numero di volte panumero di elementi (dell’'ultin
dimensione) dk. L'espressione puo contenere le variabili di sistema:
* $i, che a ogni iterazione ha come valore l'indice’itiiazione;

* $0, che inizialmente ha valore e a ogni iterazione ha come valor

risultato ottenuto valutands
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» $1, che a ogni iterazione ha come valpfebi ] .

Per esempioj t er (x, $0+%$1, 0) valuta la somma degli elementi (dellulti
dimensione) di x, e iter(x,$1#%$0,[]) (‘# denota [Ioperatore
concatenazione) produce un vettore a elementititiver

SottoesprePur non includendo funzioni per I'assegnazionealore a variabili, STEL consel

-sion di identificare una o piu sottoespressioal fnomento fino a 4) dell'espressione
Corso di valutazione, delimitandole mediante pasint graffe
{sott oespressi one}. Tali sottoespressioni vengono valutate secoratditie d
valutazione dell’'espressione complessiva, e ilneath ognuna di esséene assegne

alla variabile di sistem&wi , i =0,...,3, e quindi pud essere richiamato in f
successivi dell’espressione stessa.
Per esempio:

i f ({order(x)}==0, 1, $wW0==1, @&, */ &)

calcola il numero di elementi dell'array secondo la logica:
* sex e uno scalare, cioé un array di ordine 0, produlore 1; calcola ne

frattempo il valore della sottoespressiooeder (x) e assegnalo a
variabile di sistem&w0;
* seinvece € un vettore, cioe un array di ordine 1, produealore @, cioé

la dimensione dx;

e altrimenti, cioe sex &€ una matrice o un array di dimensione supe

produci il valore*/ @, cioe il prodotto delle dimensioni gi

Qualche esempio
Prodotto vettoriale di due matricix e y

array([numRows(x), nunCol s(y) ], +/ (x[[$i 0], [T]*y[[], I
$i1]11))

Prodotto scalare di due vettori x e y

+ (x*y)

Range del vettore x

max/ (x)-m n/ (X)

Media del vettore x

(+ x) | @

Mediana del vettore x

i f(isBven({@}), (get({sort(x)}, $wo/ 2-
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1) +get ($wl, $w0/ 2) )/ 2,

get (sort(x), ($w0-1)/2))

Deviazione standard del vettore x

saqrt ((+/ ((x-mean(x))"2))/(lastD mx)-1))

Vettore ottenuto rimuovendo gli 0 dal vettore x

iter(x,if($1!=0, $0#%$1, $0),[])
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